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LỜI NÓI ĐẦU 


Nhà xuất bản khoa học uà kỹ thuật có ý định cho 
ta mắt độc già một bộ sách uê lịch sử toán học, theo 
từng bộ môn: hình học, đại sô, số học, giải tích 
toỉn học,... 

Đó là một ý định rất phù hợp 0uới thực tè, 0ì hiện 
nay những tài liệu tê lịch sử toán học bằng tiếng 
Việt hầu như chưa có (nói đúng hơn mới chỉ có một 
cuỗñn địch «( Lịch sử toán học » của Nhờ xuất bắn Giáo 
dục, dịch từ nguyên bản ting Nga của tác giả 
Rưpnhicôp). Sự ít èiL đó là một thiêu sót, mà ta nên 
nhanh chóng khắc phục, bởi 1ì nó sẽ ảnh hưởng không 
tt đền uiậệc học tập, tìm hiểu uà nghiên cứu toán học 
của các tầng lớp thanh riên 

Tác giả nhận viết cuồn « Lịch sử hình học» với 
một nổi Ío lắng băn khoăn xuất phát từ sự hiểu biết 
còn ít ồi của mình cả 0ê mặt hình học lẫn tê mặt 
lịch sử toán học. 

Bởi uậy, viết cuỗồn sách nhỏ này, tác giả không có 
tham tọng lớn, mà chỉ tự đặt cho mình một mục tiêu 
khiêm tôn. Đó là, nêu lên một cách khái quát, trên 
những phương hướng chính, tịch sử phát triển hình 
học, từ khi mới hình thành cho đền những nắm đầu 
tiên của thê kỳ chúng !a. 


Đo đó, tác giả không thê để cập đền mọi sự kiện 
của hình học (chẳng hạn như lịch sử phát triển của 
môn lượng giác được nói tớt rất ít trong cuồn sách 
này). Tác giả cô gắng tập trung ào những môn chủ 
vêều như : hình học giải tích, hình học 9ì phân, hình 
học xạ ảnh, hình học hypecbôlic, hình học Riman, một 
Ít UÊ hình học họa hình tà tôpô học. Trông những 
uân để được nói đền, tác giả cũng không thể nêu lên 
hệt các nhà hình học 0à những tác phẩm của họ. Túc 
già chỉ có thể nói chỉ tiết 0ê một số nhà hình học lửn 
(như Ởclử, AÁcsimet, Apölôni, Ođdócx, Đêcqœc, Pecmna, 
Niutơn, Ơ le, Đedac, Lóbasepxki, Rưnan, Gaux, Ð.Đ...) 
mà công trình của họ đóng một 0uai trò lớn trong toàn 
bộ sự phát triển của hình học. 

Tác giả không có trong tay mình những tác phảm 
Bốc, uờ thường phải thêng qua một tác giả thứ ha 
có khi là thứ ba. Điểu đó cô nhiên làm cho nhận 
định của mình kém phần khách quan. Nhưng trong 
điều kiện hiện nay của chúng ta, điều đó rất khó 
khắc phục. 

Mong rằng cuôn sách nhỏ này thỏa mãn được phần 
nào sự tìm hiểu của độc giả. 


Tác giả 


Chương I 


SỰ HÌNH THẢNH NHỮNG KHÁI NIỆM 
ĐẦU TIÊN VỀ HÌNH HỌC. HỈÌNH HỌC 
THỜI AICẬP VÀ BABILON CÒ 


1. Những tài liệu lịch sử về thời kỳ ban đâu của 
toán học nói chung, và của hình học nói riêng, còn 
lưu lại đến ngày nay cho chúng ta thật là ít òi và 
trời rạc. Bởi vậy, quả là khó khăn nêu chúng †2 muôn 
vẽ nến một bức tranh chỉ tiết và chính xác về sự 
xuât hiện và phát triển của môn hình học, đặc biệt 
là trong những giai đoạn đầu của nó. 


Tuy vậy tình hình không đền nỗi làm cho chúng ta 
hoàn toàn bó tay. Dựa vào những thành tựu nghiên 
cứu lịch sử toán học, đặc biệt là trong những năm 
gần đây, ta có thể thu được một bức phác họa tương 
đồi tông quát về thời kỳ sơ khai của hình học. Mặc 
dầu nhiều chi tiệt của nó còn phải bàn cãi, nói chung 
ta vẫn có thể nhìn nhận được vần để trên những 
nét lớn. 


Cũng như khái niệm vẻ sô, những khái niệm đầu 
tiên về hình học xuất hiện trong thời kỳ sơ khai của 
loài người. Sự nây sinh những khái niệm đó gần liển 
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mật thiết với hoạt động thực tiễn phong phú của loài 
người. Từ khi con người không còn đổi hái, lượm 
những thức ăn cổ sẵn trong thiên nhiên, mà tự mình 
sản xuât để tạo ra những điểu kiện sông cần thiết cho 
mình, người ta bát đầu phải tiệp xúc nhiều đến các 
đại lượng và các quan hệ không gian của các vật thẻ. 
Những khái niệm này ngày càng trở nên phong phú, 
hoàn thiện và ngày càng được con người hiểu biết 
một cách kỹ càng do những hoạt động ngày càng 
nhiều mặt của họ để đâu tranh cải tạo thiên nhiên. 

Công việc cày cây mặc dầu còn thô sơ vẫn đòi hỏi 
phải đo đạc các đám đât, cân đong và phân chia lương 
thực, hàng hóa... Công việc xây cât nhà cửa đòi hỏi 
phải! tìm ra những quy tắc để vạch các đường thẳng, 
dựng những chiếc cột hay bức tường thẳng đứng... 
Đẻ có thể tính toán thời vụ, cần quan sát sự di chuyên 
của mặt trăng, mặt trời, các vì sao, và do đó đưa đên 
việc đo đạc các góc, v.v... Tât cả những điều đó đều 
không thể thực hiện được nêu không biết đến những 
kiên thức cơ bản về hình học. 

Loài người thời để đá mới đã có những hiểu biết 
khá phong phú về các hình dạng hình học, Các hình 
trang trí trên đồ gồm, và về sau trên đồ đồng, do khai 
quật được, đã chứng tỏ điều đó. Những trang trí đó 
thường gồm những hình hình học bằng nhau, đôi xứng, 
hoặc đồng đạng, được sắp xêp một cách hài hòa, 
đẹp mắt. Như vậy là loài ngưới thời bầy giờ đã nắm 
được đên một mức độ nào đó các hình dạng hình 
học và các quy tắc để đựng chúng 
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Hình r 


Hình 2 


Ttang ttí của người đa đề 
châu ÄX1ÿ 





Tình 3 


Trang trí trên đổ gồm 
ở Hy lạp, khoảng 4ooo năm 
trước công nguyên 





Hình + 


Ở cửa ra vào trưng tâm 
châu Âu, khoảng rooo năm 
trước công nguyên 





2. Phương đông (trong đé chủ yêu là Ai cập và Babilon) 
được xem là cái nôi của hình học, Những tài liệa phát 
hiện được trong những năm gần đầy đã cho phép chúng 
ta xác định được trình độ về hình học của người Ái 
cập và Babilon cách đây 3, 4 ngàn năm trước công 
nguyên. Đó là thời kỳ phát triển nhật của hai nền văn 
hóa Phương Đông : nên uăn hóa Ai cập (vùng lưu vực 
sông ÑNin) và nến uăn hóa Babilon (vùng lưu vực sông 
Tigrơ và sông Ephơrat). Đồng thời với hai nên văn hóa 
đó còn có nổt ăn hóa Ân độ (vùng lưu vực sông Ân 
và sông Hằng), nến 0uăn hóa Trung họa (vùng sông Hoàng 
và sông Dương tử), và muộn hơn một ít, có các riển 
tăn hóa Trung Á, Đông Dương và InđônÊxia. Ta không 
biết gì nhiều lắm về hình học thuộc các nến văn hóa 
này vì chưa tìm thây những tài liệu có căn cứ. Nhưng, 
dựa vào trình độ chung, có thể chắc chắn rằng toán 
học ở vùng này so với Ai Cập và Babilon thì không 
phát triển bằng. 

Những hiểu biết của chúng ta về toán học Ai cập chủ 
yêu dựa vào hai bản chép tay. Những bản này viết trên 
một thứ vỏ cây giông như giây, và được cât dâu trong 
những hảm mộ cô. Bản thứ nhật gọi là bản Raid (Rhind) 
(lây tên người đã tìm ra nó năm 1838), có kích thước 
s,2s m X 33 em bao gồm 84 bài toán. Hiện nay một 
phẩn bản đó được lưu trữ tại viện bảo tàng « Anh quôc » 
ở Luân đôn, và môt phẩn ở Ñu IHooc, Bản thứ hai 
gọi là bản Maxcơva do Gôlênisôp tìm thây vào cuôi 
thê kỳ trước, có kích thước 5,44 m X 8 cm, gồm 25 
bài toán và hiện được lưu trữ tại viện bảo tàng nghệ 
thuật Puskin (Maxcơva). Cả hai bản đều được phiên 
dịch ra ngôn ngữ ngày nay. Nội dung các bài toán trong 
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hai bản đó phần lớn bàn về số học. Tuy vậy những 
vần đề hình học trong đó cững giúp chúng ta hình dung 
một phần nào các kiên thức của người Ai cập hồi bây giờ. 

Người Ái cập cổ đã biệt các phương pháp tính diện 
tích và thể tích, Diện tích hình chữ nhật, bình tam 
giác, hình thang, được tính theo công thức đúng như 
ngày nay. Diện tích hình chữ nhật với các cạnh tuần. 
tự là a, b,t đ được tính theo công thức 

—= h (a -++- c) X z (đ —- ö) (công thức này trong trường 
hợp tông quát thì gặp phải sai số khá lớn ! Có lẽ nó 
được áp dụng cho các hình tứ giác gần giông với 
hình chữ nhật). 

Đè tính diện tích hình tròn có đường kính 4, người 


ta xem nó bằng điện tích hình vưông có cạnh h đ: 


2 
Vi (š 2) như vậy là ứng với sồ z là 


2 
á 3% (š) = 2,160S; sai sô nhỏ hơn 42%. 


Thê tích các hình hộp, hình lập phương, hình lăng 
trụ, hình trự đều được tính bằng cách lầy diện tích 
đáy nhần với chiều cao. 

Một thành tựu sáng chói nhật và cũng đáng làm cho 
chúng ta ngạc nhiên nhất của người A¡ cập là công 
thức tính thể tích hình chóp cụt có đáy là hình vuông : 

V= bế ca hà. 


trong đó, a, ở lần lượt là cạnh của đáy trên và đáy đưới, 
h là chiểu cao của hình chóp cụt. 

Công thức này đã làm cho một sô người dự đoán 
tẳng người Ái cập đã biết đến định lý Pythago. Điều 
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đó còn đáng ngờ. Cũng có một sô truyền thuyêt không 
có căn cử lắm cho rằng người Ai cập đã biết dựng 
góc vuông nhờ một sợi dây kín gồm 3 -L 4 + 5 = 12 đoạn 
bằng nhau (áp dựng công thức Pythago : 32 + 4Ÿ = s5). 

3. Tình hình toán học của Babilon cỗ được sáng tô 
nhờ những tài liệu tìm thây trong các công trình khảo 
cô ở vùng này. Những tài liệu này thường là những 
văn bản trên những bản bằng đât sét nung (giông như 
đồ sành của ta) chữ được khắc bằng mỗi đao nhọn. 
Người ta tìm thầy khoảng so vạn bản như thê, trong 
sô đó có 10 bản với các bài toán có lời và aoo bảng 
sô. Những cô gắng để tìm cách đọc và phân tích các 
tài liệu đó đã mở ra trước mắt chúng ta một thê giới 
toán học của người Babilon vào khoảng 4ood năm trước 
công nguyên, Trong công việc này Nâyghêbaue là người 
có những đóng góp lớa, Các công trình của ông vào 
những năm 2o của thê kỷ này đã làm cho công cuộc 
nghiên cứu các bản đât sét nung phát triển mạnh mẽ 

Những kiên thức hình học của người Babilon phần 
lớn có liên quan đên việc đo đạc các hình đơn giản 
thường gặp khi phân chia ruộng đất, xây dựng nhà 
cửa, đắp đập, đào sông ... Bên cạnh các công thức 
đúng, họ còn sử dụng các công thức gần đúng. Ví dụ: 
thể tích hình chóp cụt đáy vuông được tính theo công 
thức : V=(œ° -E- 03 ) = Thể tích hình nón cụt cũng 
được tính tương tự như thê. 


Độ dài đường tròn được xem gâp ba lần đường 
kính, như vậy là ứng với giá trì thô sơ của sô a là 3. 


*ˆđA ` ca 
Diện tích hình tròn được tính là S =. trong đó C 


r2 
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là độ đài đường tròn. Trong một sô bản khác, ta thầy 
có giá trị gần đúng # =2 .” 3,125. 

Đặc biệt người Babiion đã biết công thức Pythago. 
Không rõ bằng cách nào họ đã đi tới định lý nỗi tiếng 
ây, nhưng trên một sô bản còn ghi lại những bộ ba 
sô Pythago (tức là ba sô hợp thành ba cạnh của tam 
giác vưông). Một trong những bần như Vậy có 1s giòng 
gồm các sô Pythago. Bên cạnh những giòng gồm những 
sô đơn giản như ỐO, 45, 75 (tỨC 15.4, 15.2 Và 15.5) 
ta còn thây những giòng rât phức tạp như 72, 6ý, 97 
và 3456, 3367, 4825. 

Trong một sồ bản, cósvẽ các hình đa giác đều s cạnh, 
6 cạnh, ; cạnh, và kể bên ghi các hằng sô : r,4O 
bền cạnh $Ss; 2;3? bên cạnh Sa; 2;41 bên cạnh $¿. 
M.E. Boruinx đã giải thích ý nghĩa các sô đó như sau : 
chúng cho biệt điện tích các đa giác đều tương ứng 
nêu cạnh bằng đơn vị. Việc tính toán dựa trên công thức 


; với C là độ dài đường tròn trong 





gần đúng ø„ = 


đó nội tiêp một đa giác đều n cạnh và ơ, là độ dài các 
cạnh đó: Khi ây : 
đn ‹ Ïn n V/(2Ý_L^ý- 
san nh - „ J/Ƒ-E) 


3 r2 


Ờ đảy đ là đường kính đường tròn, xem là Si 
3 


TI 
Nêu Ấn =+ Ï; ta có vàn “vn —g Khi fd = 5. 
6, 7 ta được các giá trị nói trên, 
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Biết được các hằng số Šg, .$s, (Š;, người Babilon có 
thể tìm được diện tích một đa giác đều đồng dạng với 
một trong các đa giác đó mà cạnh không bằng 1. 


Muôn vậy chỉ việc nhân hằng số tương ứng với 
bình phương độ đài của cạnh. Như vậy là họ đã biết 
một số tính chât của hình đống đạng. Tuy vậy trong các 
tài liệu hiện có ta không tìm thầy khái niệm đồng đạng 
và các tínb chât đơn giản. | 

4. Như vậy ta thây rằng hình học thời Ai cập và 
Babilon được hình thành như là tập hợp một số khái 
niệm và các công thức tính toán cho phép đo đạc 
trên các hình. Căn cứ vào những tài liệu hiện có thi 
hình học ở Babilon đã phát triển ở mức độ cao hơn 
hình học ờ Ai cập. Tuy vậy, ở cà hai nơi đó, hình 
học còn xa mới đạt đên trình độ của một khoa học 
suy diễn, như sau này đã hình thành ở Hy lạp. Thật 
vậy, mặc dầu đã tích lấy được một số khả lớn khái 
niệm và một sô lớn công thức phức tạp, nhưng SỰ 
liên hệ lôgic giữa chúng vẫn chưa hình thành, và do 
đó các bài toán riêng lẻ chưa được thông nhât lại 
trong một hệ thông chung. 

Hình học ở Ai cập và Babilon đã Ảnh hưởng nhiều 
đèn sự phát triển hình học của thê giới sau này. Chính 
những người Hy lạp sau này đã kế lại rằng họ đã 
thu thập được khá nhiều hiểu biết về toán học khi 
đi qua Ai cập và Babilon, 
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Chương fÏ 


HÌNH HỌC Ở HY LẠP CÒ 


1. Vào thể kỳ V trước CN (công nguyên) ách thông 
trị của người Đa tư ở các quôc gia Hy lạp bắt đầu 
sựp đô. Sau khi đã thông nhật lực lượng do thành 
Aten đứng đầu, người Hy lạp nội lền đánh đuôi 
người Ba tư và đã hai lần giành thẳng lợi: một lần 
ở Maratông vào năm 4oo trước CN, và lần thứ a, 
mười năm sau ở ÄXalamin. Chiên thắng sau này đã kết 
thúc cuộc chiền tranh đữ dội giữa các đội quân của 
các quộc gia dần chù chủ nô ở Hy lạp và đội quân 
nô lệ của hoàng đề Ba tư. 


Sau khi chiền thắng người Ba tư, Átcn trở thành 
trung tâm chính trị và văn hóa của Hy lạp. Từ cuôi 
thê kỳ V trước CN đến đầu thê kỳ IV trước CN là 
thời đại hoàng kim của Aten. Rât nhiều nhà bác học 
có tên tuổi từ khắp nơi đã tới đây làm việc : Anaxago 
từ Clazômen, Đêmôcrit tử Apớc, Ghippi từ Eliđa, 
Theođo từ Kiren, Hypôcrat từ Côx, Aristôten từ Xtagia. 
Họ hâm mộ và say mê cuộc sông tính thần sôi sục È 
Aten, nơi mà Xôcrat bằng những bài giảng hầp dẫn 
của mình đã giúp cho những tư tưởng lớn nẩy sinh 
trong sở người nghe, nơi mà Piatông và sau này là 
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Aristôten đã xây đựng viện hàn lâm nổi tiếng, hình 
ảnh tương lai của các trường đại học, 

2. Hình học Hy lạp từ thể kỳ IV trước CN đã có 
nhiều biện chuyển sâu sắc. Trước đó người Hy lạp 
đã tích iũy được một số kiến thức tương tự như 
người Phương Đông. Nhưng từ thê kỷ IV trước CN 
trở đi, hình hạc nhanh chóng trở thành một khoa học 
suy diễn và trừu tượng. Sự chứng mính bằng lôgic 
đã trở thành phương pháp cơ bản để khẳng định tính 
chân thật của một mệnh để toán học. Trước kia các 
nhà toán học đặt câu hỏi «làm thể nào ‡» trước một 
bài thì bây giờ họ đặt thêm câu hồi «tại Sao Ê». 


Mò đầu thời kỳ mới này của hình học chúng ta thây 
nội lên tên tuôi của 'Thales ở thành Milê, một nhà 
buôn, nhà hoạt động chính trị, nhà triệt học, toán học, 
thiên văn học, người đặt nên mông cho khoa học và 
triết học Hy lạp, sông vào khoảng 624 trước CN đến 
548 trước CN. Ông và các học trò như Anaximan và 
Anaxrmen thuộc vào trường phái duy vật thô sơ, cho 
rằng những hiện tượng tự nhiên đều là vật chât và 
đều bắt nguồn từ một «nguyên thể » đuy nhât. Thales 
cho rằng (nguyên thể» của vật chất là nước, còn 
Anaxmmmen thì cho đó là không khí. 


Trong phạm vi hình học, Thales đã chứng mính được: 
góc nội tiếp trong nửa đưởng tròn là góc vuông ; các 
góc ở đáy của tam giác cân bằng nhau; các góc vuông 
đều bằng nhau. Thales cũng biết cách xác định một 
tam giác bởi một cạnh và hai góc kể với nó, từ đó 
ông có thể tính được chiểu cao của một vật biểt bóng 
của nó trên mặt đất, hoặc tính được khoảng cách đến 
một vật không tới gần được. 
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Đáng tiệc là chúng ta không hể biết gì về các chứng 
minh của Thales. Có lẽ ông cũng sử dụng rộng rãi 
phương pháp gấp và chồng các hình, vì theo như lời 
của Prêc (thê kỷ V sau CN, nhà bình luận nổi tiêng 
về toán học cô Hy lạp) : « Khi.thì ông (tức Thales) xem 
xét vần để một cách tổng quát, khi thì chủ yêu dựa 
vào trực giác › 

3. Nhưng có lẽ Pythago rmới là người mang lại nhiều 
biên đổi sâu sắc cho hình học. Theo lời của Prôc, 
Pythago nghiền cứu hình học ®xuâầt phát từ một sô 
cơ sở đầu tiên của nó, và cô gắng chứng minh các 
định lý bằng suy luận lôgic, chứ không phải bằng cách 
dựa vào trực giác». Như vậy Pythago là người đầu 
tiên xầy dựng hình học như là một khoa học suy diễn. 

Sau đây là một sồ chỉ tiết ít ồi mà chúng ta biết 
được về cuộc đời của Pythago, con agười gần như trở 
thành thần thoại. Ông sinh ở đão Xamôs, một đảo buôn 
bán giàu có, và khoảng năm 53o trước CN ông tới 
Krôtôn (aam ŸỞ) ở đây ông đã lập nên một hội lầy tên 
là hội Pythago ›, theo đuổi những tnực tiêu về toán 
học, tôn giáo, đạo đức và chính trị. Hoạt động của 
hội rât bí mật, và tật cẢ những phát minh khoa học 
của hội đều được gán cho một mình Pythago. Vào 
đầu thê kỷ V trước CÑ, sau những hoạt động chính 
trị thât bại, hội bị đuôi ra khỏi các thành phô nam Ý, 
và chầm dứt sự tồn tại của mình. 

Tuy vậy, sau đó ờ Xibarit, Krôtôn, Tarent và ở một 
sô thành phô Hy lạp có nhiều nhà bác học xuât sắc 
tự xưng mình là Phithagortit, trong sô đó có Ackhit ở 
Tarent và Theôđo ở Kứren. 
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Pythago và các nhà Pythagorít đã có những phát 
tainnh sau đây : 

1. Định lý về tông sô góc trong một tam giác; 

a2. Chia mặt phẳng thành các đa giác đểu (tam giác 
đều, hình vuông, lục giác đều); 

3. Giải phương trình bậc hai bằng hình học (ấp dụng 
các phép tính về diện tích); 

4. Dựng một đa giác có điện tích cho trước và 
đồng đạng với một đa giác cho trước; 

s. Tồn tại các đoạn thẳng vô ước (ý nghia của phát 
minh này có thể so sánh với phát mính ra hình học 
Phi ƠCclit ờ thê kỷ XIX hoặc thuyết tương đổi ở thê 
kỳ XÃ); 

6. Có năm loại khỏi đa điện đều (phát mình này 
chứng tô các kiên thức về hình học không gian thời 
bây giờ đã khá phong phú) ; 

;. Định lý Pythago (trước đây chỉ mới biết một số 
trường hợp riêng của định lý này. Thật khó mà đánh 
giá hệt tầm quan trọng của định lý nêu ta không nhớ 
tắng sự trở rộng của nó nằm trong định nghĩa của 
tát cả các không gian mêtric) (1). 

8. Tính cực trị của đường tròn và mặt cầu (phát 
mình này có thể xem như là nền móng của lý thuyết 
đẳng chu). 

4. Muôn hiểu biết trình độ suy luận trong hình học 
ở thời bây giờ, chúng ta cần có những nguyên bản. 
Tiệc thay, hiện nay chúng ta chỉ mới tìm được một 

(1) Không gian mètric là những không gian mả trong đó có thể 
đo được khoảng cách giữa hai điểm bắt kỳ. Các sô đo này phải 
thòa mãn một số tiên để nào đó gọi là tiên để của không gian mêtric: 


16 


đoạn tài liệu quý giá về hình học của Hypôcrat ở 
thành Khiôx, cũng là một Pythagorit (khoảng thê kỳ V 
trước CN). Trong đoạn tài liệu này, Hypôcrat trình 
bày vân để cầu phương của các «nguyệt hình» là 
những hình giới hạn bởi các cung tròn. Đây là lấn 
đầu tiên trong toán học, người ta xét vân để cầu 
phương của các hình giới hạn bởi đường cong. Hypôcrat 
đã chứng minh rằng diện tích hai hình viên phân đồng 
đạng tỉ lệ với hai dây cung căng chúng, Dựa trên cơ 
sở đó ông đã miêu lên cách tính điện tích của một số 
nguyệt hình. 

Suy luận toán học của Hypôcrat đạt đền trình độ 
cao, trong đó đã áp dụng một cách triệt để các quy 
tắc suy diễn chặt chẽ để từ kêt quả này suy ra kết 
quả khác. Đó chắc chắn cũng là trình độ chung của 
hình học thời bây giờ. 

5. Vần để cầu phương các nguyệt hình, dẫn đền vần 
để cầu phương đường tròn, là một trong ba bài toán 
không giải được đầu tiên trong lịch sử toán học, xuất 
hiện vào thê kỷ V trước công nguyên. Ba bài toán đó là : 

1. Gâp đôi một hình lập phương : tức là dựng một 
hình lập phương có thê tích gâp đôi thể tích hình lập 
phương cho trước ; 

2. Chia ba một góc :tức là dựng một góc có độ lớn 
bằng một phần ba độ lớn của một góc cho trước ; 

2. Cầu phương hình tròn: tức là dựng một hình 
vuông có điện tích bằng diện tích hình tròn cho trước. 
"Tât cả các phép dựng đó đều đòi hỏi phải thực hiện 
bằng thước và compa. 

Mãi đến thê kỷ XI người ta mới chứng mình được 
rằng đó là những bài toán không giải được, tức là ta 
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không thể bằng một sô hữu hạn phép dựng bằng thước 
và compa tìm thây được hình đòi hỏi: Tuy vậy việc 
nghiên cứu các bài toán đó đã giúp các nhà toán học 
Hy lạp tìm ra giao tuyên cÔnic (1), các đường cong 
bậc 2, bậc 4, v.v... 


Hypôcrat đã đưa bài toán thứ nhất về việc tìm hai 
đạt lượng trung bình nhâu kép, tức là hai đại lượng x 
và y sao cho : 

a x V 


———nnnEỶnnnneannEil xe. 
—=== 


x y b 
Khi 2a=b, thì x sẽ là cạnh của hình lập phương có thể 
tích gâầp đôi hình lập phương cạnh ứ. 


Ngay sau đó, Ackhit (khoảng năm 428—26s trước CN) 
chỉ ra rằng đại lượng x như vậy có thê tìm thây bằng 
cách xét giao tuyên của ba mặt : mặt nón, mặt trụ và 
mặt xuyên. 


———. “ml 


Những cô gắng về sau của các nhà bác học nhằm 
vào việc tìm các phương pháp dựng đoạn trung bình 
nhân kép. Từ đẳng thức Hypôcrat ta suy ra: 


ay = x? và xụ = db hay y = bx. 


Nều dựng được tọa độ x, y của giao điềm hai đường 
cong có phương trình như vậy thì sẽ giải được bài toán. 
Chỉ mãi đến nửa sau thể kỷ IV trước CN, Menêc mới 
giải thích được rằng những đường cong đó là giao 
tuyên cônic. Ông xét ba loại hình nón tròn xoay với góc 
ở đình là vuông, từ, nhọn. Bằng cách vẽ một mặt phẳng 

(1) Giao tuyền cônic là những đường có được bảng cách cắt mặt 
nón bởi một mặt phẳng không đi qua đỉnh mặt nón. Đó là các đường 
clip, parabôl hoặc hypeccbôi, 
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vuông góc với một đường sinh ông phận được ba loại 
đường cong mà bây giờ ta sọi là parabôl, hypecbôil 
và clip. 

6. Cùng với loại phát minh ra các đoạn thằng vô ước 
(tức là các đại lượng vô tỉ) cũng như việc xác định 
thê tích của hình chóp, chu vi của đường tròn... lẫn 
đầu tiên toán học gặp phải khái niệm vô hạn. ở đây 
lập túc xuât hiện những khỏ khăn và gây ra một cuộc 
khủng hoảng sâu sắc đầu tiên, làm lung lay nền tằng 
của toán học. 

Để xác định tỉ sô của hai đoạn thẳng, người ta đã 
dùng một thuật tính mà †a gọi là thuật tính Cclt, 
Thuật tính này cho phép tìm được ước chung ƒ của hai 
đoạn thẳng ø, b° cho trước. Nêu œ = mƒ và b = nƒ thì 
a:b = m:n. 

Nhưng nêu œø, b là các đoạn thẳng vô ước với nhau 
thì thuật tính nói trên sẽ trở nên vô hạn, và người ta 
không thể biết được các tỉ sô đó có bằng nhau hay 
không. Đê giải thích vân để đó, một sô nhà Pythasorit 
đã giả thiết rằng các đoạn thẳng vô ước có trột ước 
chung vô cùng bé, đó là những phần từ đơn giản nhất, 
xem là những điểm. Theo họ đoạn thẳng là tập hợp gồm 
vô hạn các phần tử không còa chia nhỏ được như vậy. 


Khi xác định thê tích hoặc điện tích của các hinh 
không giới hạn bởi những mặt phẳng hoặc đường thẳng, 
người ta buộc phải đừng đến một quá trình vô hạn. Ở 
thê kỷ V, Antiphôn đã giải quyết bài toán cầu phương 
Hình tròn như sau : cTa hãy nội tiệp trong đường tròn 
một đa giác đểu; đôi với đa giác đều này ta có thể 
bằng thước và cormpa dựng một hình vuông có cùng 
diện tích. Bây giờ ta lại nội tiềp trong đường tròn 
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một đa giác đều có số cạnh gập đôi, và dựng hình 
vuông có cùng điện tích với nó. Nhưng vì hình tròn 
chính là đa giác đều với sô cạnh là vô hạn, cho nên 
từ đó suy ra ta luôn luôn có thể đựng hình vuông có 
điện tích bằng diện tích hình tròn .:. Như vậy Antiphôn 
đã từ một mệnh để đúng đôi với đa giác đều có sô 
cạnh hữu hạn chuyên thành một mệnh để với đa giác 
đều có sô cạnh vô hạn. 

Ngay từ hồi bây giờ, lập luận của Antiphôn không 
được thừa nhận. 


Những khó khăn liên quan tới vận để vô hạn đã 
thực sự làm các nhà toán học lo lắng. Không những 
thể, nó còn vượt ra ngoài phạm vi của toán học, trở 
nên đầu để tranh luận của các nhà triết học đủ mọi 
trường phái. 

ï. Zênông (khoảng năm 4o trước CÑ) là người đã bóc 
trần những khó khăn thực sự có liên quan tới khái 
niệm vô hạn và liên tực, đổng thời chứng tỏ rằng 
những khái niệm đó về bản chât hoàn toàn không 
giông như người ta đã quan niệm về chúng. Đề trình 
bày lập luận của mình, ông đã nêu ra những nghịch lý 
nôi tiếng, mà hơn as thể kỷ sau vẫn còn thư hút sự 
chú ý của các nhà toán học và triết học, Các nghịch 
lý của Zênông nhằm bác bỏ một sô quan niệm trực 
giác trước kia về vô cùng lớn, vô cùng bé, cũng như 
quan điểm của trường phái Pythago cho rằng đoạn thẳng 
là tập hợp những yêu tô «không chia nhỏ được». 
Zênông lập luận như sau : « Giả sử đoạn thẳng gồm một 
sô vô hạn các phẩn tử không chỉa nhỏ được, khi đó 
nêu độ dài mỗi phản tử đó bằng không (tức mỗi phần 
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tử đó là một điểm) thì độ đài của đoạn thẳng bằng không. 
Còn nêu độ dài của mỗi yêu tô là một đại lượng nào 
đó, thì độ đài của đoạn thẳng phải là vô cùng lớn›, 


Lập luận đó chứng tỏ rằng không nên định nghĩa độ 
đài đoạn thẳng là tổng độ đài các phần tử không chia 
nhỏ được, rằng độ đo của một tập hợp nói chung không 
phải là độ đo các phần tử của nỏ (ngày nay, chúng ta 
định nghĩa độ đo một đoạn thẳng bằng một cái phù 
bởi các khoảng, mỗi khoảng có một độ dài nhât định). 

Bồn nghịch lý của Zênông (“Chia đôi›, ‹Asin đuôi 
rủa », cmũi tên», và ‹sân vận động ›) thực sự đã gây 
nên sóng gió cho toán học, mà cho đên ngày nay vẫn 
còn dư âm, Những nghịch lý này nhằm nhân mạnh sự 
mâu. thuẫn trong những khái niệm liên tục của chuyển 
động và thời gian, nhưng hoàn toàn không có y định 
giải quyết những mâu thuẫn đó. 


Chúng ta nêu ra ờ đây hai trong sô bồn nghịch lý đó : 
« Asin đuổi rùa». Asin và con rùa cùng chạy theo một 
đường thẳng và theo cùng một hướng. Mặc dầu Ásin 
chạy nhanh hơn con rùa nhưng không bao giờ có thề 
đuôi kịp con rủa, nều ban đầu con rùa cách Asin một 
khoảng là a. 


Thật vậy giả sử tốc độ của Asin lớn gầp k lần tộc độ 
rùa thì khi Asin chạy được khoảng a, rùa chạy được 
một khoảng a , khi Asin chạy được khoảng đó, thì 
rùa lại chạy thêm được một khoảng a/k, vv... và mỗi 
lần như vậy khoảng cách giữa họ vẫn không bằng không. 
«Chia đôi›. Miệt vật chuyên động không thể bao giờ 
đền đích được. Thật vậy nêu nó chuyên động từ A 
đến B thì trước hệt nó phải đến được trung điểm À, 
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cùa đoạn AB, sau đó lại phải đến được các trung điềm 
A¿a; Âa... của các đoạn A¡, B, Aa, B,... Như vậy không 
bao giờ nó đên được B, 


8. Các nghịch lý của Zênông đã làm các nhà toán 
học.hoang mang. Prôtago (năm 48o — 411 trước CN) lên 
tiêng chông lại tính chất trừu tượng của toán học. 
Theo ông, không nên nói rằng điểm không có thành 
phần đường khôn có bể dày, bể rộng vv... bởi vì 
chưa hể ai trông thây chúng. Ông còn nói đường thẳng 
và đường tròn tiêệp xúc với nhau không thể chỉ ở một 
điểm mà là Èờ một đoạn thẳng hữu hạn. Nhưng các 
nhà toán học Hy lạp đã hiểu rât rõ rằng từ bỏ tính 
trừu tượng của toán học là từ bỏ toàn bộ toán học. 
Con đường của: Prôtagô không được thừa nhận. 

Đêmôcrit (khoảng năm 46c —3öc trước CN), nhà 
triệt học nguyên tử luận, nhà toán học. đã để nghị một 
phương pháp xây dựng toán học thoát khỏ: những 
khó khăn gây ra bởi khái niệm vô hạn. Ông là một 
con người toàn diện đến ngạc nhiên, ông viết về tắt 
cả mọi vân đề: triết học, toán học, vật lý, kỹ thuật, 
khí tượng, động vật học, thầm mỹ học... 

Đêmôcrit xem nguyên tử và các khoảng trông trong 
đó các nguyên tử chuyên động là cơ sở đầu tiên của 
võ trụ. Nguyên tử, tức là những cái không chia được, 
của Đêmôcrit là những phần từ của vật chât không 
chứa phần nhỏ hơn nhưng đồng thời lại có một độ 
đo có thể biệt được. Như vậy nêu cái không chia được 
của trường phái Pythago không có độ dài, thì cái không 
chia được của Đêmôcrtit lại đo được. Lịch sử toán học 
đã chứng tỏ rằng quan điểm của Đêmôcrit đã đóng 
một vai trò tích cực trong sự phát triển của toán học. 
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Theo Acsimet thì Đêmôcrit đã tìm được kết quả: 
thể tích của một hình chóp bằng „ thể tích của hình 
lăng trụ có cùng điện tích đáy và chiều cao, thê tích hình 
nón bằng _ thê tích hình trự có cùng đáy và chiểu cao. 


Dựa trên một số đoạn còn tìm tnầy được trong tác 
phầm của Đêmôcrit, có thể đoán rằng ông đã đi đền 
kẽt quả ây bằng cách chia vật thể thành một sô hữu hạn 
phần — nguyên tử — mà thê tích có thê biệt được. Thê 
tích của vật thể sẽ bằng tổng thê tích của các phần như 
thê. Nhưng như chúng ta đã biết, hình chóp không thê 
chia ra thành một sô hữu hạn hình lăng trụ được, do 
đó muôn đi đên kết luận trên thì không thê nào không 
chuyển qua giới hạn, mà điều đó thì chắc chắn là 
Đêmôcrit không làm. Bởi vậy Acstmet xem những kêt 
quả của ông là chưa được chứng minh, 

Con đường của Đêmôcrit là con đường «toán học 
hữu hạn › hoàn toàn không áp dụng được để nghiên cứu 
các đại lượng liên tục và chuyển động. Nhưng quan 
điêm của ông chứa đựng một phương pháp quan trọng 
mà Acsimet là người đầu tiên đã đánh giá cao và phát 
triển nó. Đó chính là mầm mông của phương pháp tích 
phân. Nhờ phương pháp này, Ácsitmet đã phát minh 
fa một loạt định lý xẻ điện tích và thể tích. Đểcac, 
Galilê, Kavalêri, Paxcan ở một mức độ nào đó cũng đã 
sử dụng phương pháp của Đêmôcrit, và do đó đã chuẩn 
bị cho sự phát mình ra phép tính vô cùng bé. 


9. Người đầu tiên đã xây dựng một phương pháp cho 
phép chuyển qua giới hạn là đôcx (năm 410-356 trước 
CN). Đó là một nhà toán học vĩ đại, mà trí thông minh 
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còn làm cả những con người của thời đại này phải 
khâm phục, một nhà thiên văn, địa chất, triết học và 
một thầy thuốc có uy tín. 

Công lao lớn nhất của ông trong toán học là đã xây 
dựng được một iý thuyết tổng quát về tỉ lệ và xây dựng 
phương pháp + lây hềt› để chuyền qua giới hạn. Có thê 
nói Ởđôcx là người đã đặt nền móng cho giải tích vô 
cùng bẻ. 

Ở đây chúng tôi không trình bày lý thuyết về tỉ lệ 
của đôcx, và lại nó không thuộc phạm vi hình học. 
Tuy vậy, cũng cẩn phải nói rằng toàn bộ công trình 
sâu sắc đó của ông, mặc đầu vẫn được áp dụng cho tới 
cưổi thê kỷ trước, chỉ được đánh giá một cách đúng 
trức sau khi xuât hiện công trình của Đêđêkin, trong 
đó định nghĩa sô thực như là một nhát cắt trong phạm 
vi sô hữu tỉ, Giữa lý thuyêt của đôcx và của Đêđêkin 
có sự giông nhau nhiều đên nỗi Lipsit có việt thư hỏi 
Đêđêkin rằng ông đã làm được gì mới so với thời cô. 

Ta sẽ nói kỹ hơn về phương pháp lây hêểt» của 
Ơđôcx. Phương pháp này đựa trên bỗ để cơ bản sau đây 
«Nêu cho hai đại lượng a, È, a >b, thì bằng cách lầy 
đi từ a hơn một nửa, rồi từ phần còn lại ta lại lây đi 
hơn một nửa, ..., cuôi cùng sáu một sô hữu hạn lấn ta 
sẽ còn lại đại lượng ơn < ð. Chứng minh bộ để đó dựa 
trên tiên để (mà sau này ta gọi là tiên để Acsimet) : cho 
a,Õ, a >b thì có thể gâp b lên NÑ lần sao cho ẤWb >a, 

Áp dụng bô để đó, ta có thể nêu lên sơ đồ tính diện 
tích Š (A) của một hình A nào đó. Ta sẽ từn một loạt 
các hình 4ạ, 4a, ..., Áụ, nội tiệp trong hình 4Á; sao cho 
diện tích ÖŠ /A¡) có thể tính được, và thỏa mãn các 
điều kiện : 
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S/A) — S(A,) ĐH giản Sen 


S(A) — S(A,) ¬" 


Khi đó theo bộ đẻ, với n đủ lớn ta có Š (A)-SŠ (An) 
bé hơn bất kỳ mệt đại lượng 6 nào cho trước. Bước 
sau đó là phải tìm một đại lượng Ö sao cho Ð-SŠ (Aa) 
bé hơn một đại lượng cho trước với n đủ lớn (tức là 
tìm giới hạn của dấy ,$ (Aq), ‹Š (4a),...). Bước cuôi cùng 
là chứng minh Š (A) = B. Giồng như chúng ta, Ởđôcx 
đã chứng minh điều đó bằng phản chứng. Nêu Š (A)<B 
thì ta có thể tìm n đủ lớn sao cho B-S (A;) < B-(A), 
tức là.Š (An) > S/A), vô lý. Trường hợp 5Š (A4) »B 
cũng chứng minh tương tự. Nhờ phương pháp đó, 
Ởđôcx đã chứng minh chính xác các định lý sau đây : 

1. Tỉ số điện tích hai hình tròn bằng bình phương 
tÌ sô hai đường kính của chúng ; 


2. Thẻ tích hình chóp bằng ca. thể tích hình lăng trụ 
có cùng đáy và chiều cao ; 

3. Thể tích hình nón bằng tản thê tích hình trụ có 
cùng đáy và chiều cao. 


Như vậy, phương pháp ‹ lây hệt» chính là học thuyết 
đầu tiên về giới hạn, nó cho phép ta tìm được giới hạn 
của một lớp khá rộng các dãy. Phương pháp ‹lây hêt› 
ảnh hưởng to lớn đến sự phát triển của toán học, 
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10. Năm 4o4 trước CN, cuộc chiên tranh Pêlôpône 
kéo đài 27 năm giữa hai đồng mính đứng đầu là Aten 
và Xpac đã kết thúc bởi sự thât bại của Atcn. 

Cuộc chiền tranh đó đã làm cho nhân dân Hy lạp lầm 
vào cảnh nước mât nhà tan, đô thị điêu tàn, ruộng đồng 
hoang.phê, các công trình văn hóa bị thiêu hủy. Từ đó 
cho đèn giữa thê kỳ IV trước công nguyên, các thành 
bang Hy lạp, kể cả Aten bước vào con đường tàn tạ. 
Những mâu thuẫn trong nội bộ xã hội nô lệ đã đưa 
toàn bộ nước Hly lạp vào một cuộc khủng hoảng vô củng 
trầm trọng. Trong hoàn cảnh đó việc nghiên cứu khoa 
học bị đình trễ. Aten dần dẫn mật vai trò trung tâm 
văn hóa và khoa học để nhường chỗ cho những thành 
phô khác nổi lên trong thời kỳ Hy lạp hóa (thê kỷ VI 
đền thê kỳ I trước CÑ). 


Chương LH] 


HÌNH HỌC Ở CÁC NƯỚC HY LẠP HÓA 
VÀ Ở ĐẾ QUỐC LA MÃ 


1. Trong tỉnh trạng suy tàn của các thành bang Hy 
lạp, ở phía Bắc có nước Makêđônia ngày càng hưng 
thịnh và trở thành một quốc gia nô lệ có lực lượng 
quần sự hùng mạnh nhât ở bán đảo Hy lạp. Hoàng 
đê Philip của Makêđônia đã tiên hành một cuộc chiên 
tranh chính phục người Hy lạp và năm 238 trước 
CN và đã hoàn toàn thắng lợi. Makêđônia cùng các 
quốc gia ở Hy lạp lập thành một «Khôi đồng mỉnh 
Hy lạp» dưới sự lãnh đạo của Mak?đôn:a. Từ đó nền 
độc lập của các thành bang Hy lạp hoàn toàn chầm đứt. 

Năm 336 trước CN, Philip chết để lại sự nghiệp 
cho con là Alêxandr, một thanh niên 2o tuổi, thông 
minh, có tài thao lược và tài tô chức. Lập tức Alêxanđr 
thông lĩnh quân đội, tiên hành một cuộc chiên tranh 
xâm lược Ai cấp, Babilon, Ba tư, các quôc gia ở 
Trung Á và cả một phẩn Ân độ. Cuộc chiến tranh 
nỗi tiếng này kéo đài trong 1o năm. 

Cuộc viễn chính của Alêxanđr đã xúc tiên sự đi 
lại buôn bán và trao đôi văn hóa giữa Hy lạp và phương 
Đông. Trên đường viễn chính Alêxanđr đã lập nên 
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nhiều thành phô, chúng trờ nên thuộc địa của người 
Hy lạp và trung tâm truyền bá văn hóa Hy lạp, trong 
đó có thành phô Alêxanđr trên bờ biến Ai cập. 

Năm 222 trước CN, Alêxanđr chết ở Babilon, đê 
quôc của ông chia ra làm ba quôc gia nô lệ lớn: quỗc 
gia thứ nhât do Antigôn thành lập gồm Makêđônia 
và bán đảo Hy lạp, quốc gia thứ hai bao gồm Babilon 
Xiri, Iran, Tiêu Á và các vửng đât khác do Selơcux 
lãnh đạo, quộc gia thứ ba gồm Ai cập và một bộ 
phận Libi dưới quyền các hoàng đề Ptôlêmê, thù đô 
ở Alêxanđrt. 

Thời kỳ từ cuộc viễn chỉnh của Alêxanđr đền cuộc 
xâm lược của người La mã, trong lịch sử Hy lạp gọi 
là thời kỳ Hy lạp hóa. 

Trong thời kỳ này thành Alêxanđri đã phát triển 
thành một đô thị quốc tê, trở nên trung tâm văn hóa và 
thương nghiệp của miễn Địa trung hải. Dân cư ở đây 
ngoài người Mlakèđônia, người Hy lạp và Ai cập ra, 
còn có người Xirti, Do thái, Ba tư và thương nhân 
từ khắp nơi đên. Triểu đại Ptôlêmê ra sức khuyền 
khích học thuật, xây dựng tại thủ đô nhiều thư viện 
và viện nghiên cứu, trong đó nhiều nhà bác học nổi 
tiêng. Thư viện lớn ở Alêxanđri thực sự là một lâu 
đài khoa học, chứa khoảng 7o vạn cuồn sách chép tay, 
thu hút nhiều học giả khắp nơi. 

Như vậy là điều kiện phát triển khoa học ở Ái cập 
lúc này đã khác so với các quôc gia đô thị thời Ai cập 
cô. Vào thê kỷ II trước CN, nổi lên ba nhà bác học 
vĩ đại: Ớclit, Acsimet, Apôlôni, mà tác phẩm của họ 
có ảnh hưởng hết sức to lớn đôi với sự phát triển 
sau này của hình học, 
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2. Chúng ta hầu như không biết gì về cuộc đời của 
Ơcliit, Không biệt ông sinh ở đâu, trong gia đình như 
thề nào, học ở đâu và với at. Chỉ biết chắc rằng ông 
đã làm việc ở Alêxanđri dưới triểu đại Ptôlêmê đệ 
nhất. Có một sồ chuyện liên quan đền Ơclit, nhưng 
đều là giai thoại. Bởi vậy có một sô ý kiên cho rằng 
Ơ ciit là tên của một nhóm các nhà bác học ở Alêxanđri, 
kiêu như một Ñicôia Bubaki ởờ Pháp bây giờ. Điều đó 
thật không có căn cứ. Dẫu sao ta cũng không nên nghỉ 
ngờ về sự tốn tại của một Ơclit. 


Ớclit để lại khá nhiều tác phẩm vẻ toán học, quang 
học, âm nhạc, nhưng nôi tiềng nhất vẫn là tập «Cơ- 
bản » gồm 13 cuôn. Đó là một tác phẩm đầu tiên của 
thời cô còn giữ nguyên vẹn được đên ngày nay. Trước 
cit, còn có nhiều người viết các tập «Cơ bằn», 
trong sô đó có tập «Cơ bản» của Hypôcrat, nhưng 
tất cả các tác phẩm đó đều không giữ được đên bây 
giờ, có lẽ vì chúng không thể sánh kịp với tập Cơ 
bản › của Ớclit và đo đó bị lãng quên. Trong lịch sử 
phương Tây, «Cơ bằn» của cii: chiêm hàng thứ 
hai về sô lần tái bản, chì thua kinh thánh. Cuôn sách 
đó đã sông hơn 2ooo nắm cho đến ngày nay giá trị 
khoa học của nó vẫn không hẻ bị giảm sút. Tât cả các 
nhà toán học thể giới đều phải học trong cuôn sách 
này, như là bước đầu cẩn thiệt để nắm được ninh 
học. Phần lớn chương trình hình học ở trường phô 
thông trên thê giới, cho đền những thời kỳ gần đây, 
là một sự lặp lại hầu như từng chữ 6 cuôn đầu tiên 
của tập «Cơ bản» đó. 


Ơclit việt tập ¿Cơ bản» nhằm mục đích hệ thông 
các kiên thức hình học đã biết thành một lý thuyết 
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toán học hoàn chỉnh, dựa trên một số tiên đề, và các 
định lý đều được chứng minh bằng suy diễn một cách 
chặt chẽ. Như vậy Ơclit chính là thủy tô của phương 
pháp tiên để hiện đại. 

Mỗi cuôn trong tập ‹Cơ bản» đều bắt đầu bằng 
những định nghĩa. Ngoài ra trong cuôn thứ nhât có 
s định đề và s tiên để. Sau đây là một sồ định nghĩa 
trong số 2s định nghĩa của tập «Cơ bản?: 

¡. Điểm là cái gì không có thành phần. 

2. Đường có bể dài 'và không có bể rộng. 

2. Mút của đường là điểm, 

4. Đường thẳng là đường như nhau đôi với mọi 
điểm của nó... 

Sau đó là định nghĩa về mặt phẳng, góc, góc vuông, 
sự vuông góc, sóc nhọn, góc tù, đường tròn, tâm, 
tam giác, tứ giác, hình vuông, hình chữ nhật, hình thoi... 
Ta có thể chia các định nghĩa của clit thành hai loại : 
loạt có việc làm, tức là những định nghĩa được sử dụng 
để xây dựng lý thuyết (ví dự định nghĩa về góc vuông, 
về hai đường thẳng song song), loại thứ hai là loại mô 
tà, gồm những định nghĩa về sau không sử dụng (ví dụ 
định nghĩa điểm, đường...). 

Ñgày nay chúng ta đã rõ rằng trong phương pháp 
tiên để hiện đại, các khái niệm « điểm ›, «đường thẳng › ˆ 
được xem là những khái niệm cơ bản không được 
định nghĩa trực tiếp. Chúng được định nghĩa một cách 
gián tiệp bằng cách buộc chúng phải thỏa mãn một hệ 
tiên đề. 

Các đính để của tập ‹ccơ bản» là: 

¡. Từ một điểm bât kỳ này tới một điểm bât kỳ 
khác có thể vẽ một đường thẳng. 
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2. Đường thẳng giới hạn đều có thể kéo dài một 
cách liền tục ra vô hạn. 

3. Từ một tâm bât kỳ và với bán kính bât kỳ đều 
có thệ vẽ một đường tròn. 

4. Mọi góc vuông đều bằng nhau. 

s. Nêu một đường thẳng cắt hai đường thẳng khác 
tạo thành hai góc trong cùng phía có tổng bé hơn hai 
góc vuông thì hai đường thẳng này sẽ cất nhau khi 
kéo dài chứng về paía hai góc đó. 

Và sau đây là các tiên để : 

1. Hai cái cùng bằng cái thứ ba thì bằng nhau. 

2. Thêm những cái bằng nhau vào những cái bằng 
nhau thì được những cái bằng nhau. 

2. Bớt những cái bảng nhau từ những cái bằng nhau 
thì được những cái bằng nhau. 

4. Trùng nhau thì bằng nhau. 

s. Toàn thê lớn hơn một phần. 

Việc lựa chọn các định để và tiên để của Ơclit khá 
thành công, hấu hẻt chúng đểu nằm trong đanh sách 
các tiên để mà sau này Hinbe để nghị (cuôi thê kỷ XI). 
Nhưng các định để và tiên để của ông không đủ để 
xây dựng hình học. Trong nhiều chứng minh, ông 
đã phải thừa nhận những điểu mà ông không nêu 
lên thành tiên để. Chẳng hạn khi có hai đường tròn 
bằng nhau mà đường này đi qua tâm của đường ki, 
thì Ớclit mặc nhiên công nhận rằng chúng cắt nhau, 
chứ không chứng minh sự tổn tại của các giao điểm. 

 clit thiều hẳn các tiên để của hình học không gian, 
các tiên đẻ về đời hình (mà hình học của ông thực 
chất là nghiên cứa bât biên qua phép đời và các tiên 
để liên tục. 
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Thiêu sót của Cclit không phải là điểu khó hiểu 
nêu ta nhớ rằng khoảng 22oo năm sau, Hinbe mới nêu 
được một hệ tiên để không thừa và cũng không thiểu 
cho hình học Ớclit. 


3. Ta hãy điểm qua nội dung của 14 cuôn trong tập 
«(Cơ bản». Bôn cuỗn đầu tiên gồm các kiên thức về 
hình học phẳng và đại sô hình học. Đặc điểm của 
chúng là không dùng lý thuyệc vẻ các hình đồng dạng 
tức là không dùng sô thực. 

Trong cuôn 1 ta thây các định lý về sự bằng nhau 
của tam giác, về thẳng góc và song song, về hình 
bình hành, về ‹cđiện tích» của các hình phẳng và định 
lý Pythago. Chữ diện tích» chúng ta để trong dâu 
ngoặc kép, vì diện tích của Cfclit không phải là các 
sô ; lý thuyêt điện tích của ông là các mệnh đề về sự 
đẳng hợp. Chẳng hạn, định lý thông thường diệu 
tích tam giác bằng nửa tích sô của cạnh đáy và chiều 
cao» được Ơclit phát biểu là «fam giác đẳng hợp với 
nửa hình chữ nhật có các cạnh là cạnh đáy và chiểu 
cao của tam giác» Định lý Pythago được phát biểu 
dưới đạng: « Hình vuông đựng trên cạnh huyền của 
một tam giác vuông đẳng hợp với hai hình vuông 
dựng trên hai cạnh góc vuông ». 

Cuôn 2 gồm các mệnh để cơ bản của «đại sô hình 
học », tức là những đẳng thức về đại số, nhưng phát biểu 
như là sự đẳng hợp giữa các hình. Ví dụ, đẳng thức 
(a + b)3 = a2 + 2aab + b2 được phát biểu là : «¿ Hình vuông 
dựng trên tổng của hai đoạn thẳng thì đắng hợp với hai 
hình vuông dựng trên các đoạn đó và hai hình chữ nhật 
có hai cạnh là hai đoạn đó ›. 
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Cuôn 3 nói về các tính châầt của đường tròn, tiếp tuyển 
và giây cung, Ở đây đặc biệt có định lý về phương tích 
của một điểm đôi với đường tròn. 

Cuôn 4 trình bày phép dựng các đa giác đều với sô 
cạnh là 3, 4, s, ro, rs. Phương pháp dựng hình ts cạnh 
đều rât hay và có lẽ là của chính Ơclit. 

Cuôn s trình bày lý thuyết tỉ lệ của fđôcx với sự 
chính xác cao và chặt chẽ vẻ lập luận. 

Trong cuỗn 6 chúng ta thây lý thuyêt về các hình đồng 
dạng và ứng dụng vào các bài toáu tương đương với 


b 
việc giải phương trình bậc 2a dạng E3 (aœ + x)x = S. 


Cuôn 7, 8 và o có nội dưng là sô học về các sở nguyên 
được trình bày đưới dạng hình học. Ở đây ta gặp thuật 
tính fclit về việc tìm ước chung lớn nhất, 

Cuôn 1o gồm các phép dựng hình hình học để tìm 
các căn bậc hai của các sô nguyên. Ta thây có các phép 
đựng các đoạn thằng dạng a + 0? — b, v⁄/ d2 + h + a, 
4⁄4 + Vvb các căn bậc hai và căn bậc 4 của chúng, v.v... 

Ba cuồn cuôi cùng nói về hình học không gian. 

Cuôn thứ rr gồm các định lý về vị trí tương đổi 
của đường thẳng và mặt phẳng, định lý về góc phẳng 
của góc đa điện, về sự song song và sự bằng nhau về 
thể tích của các hình chóp có đáy và chiểu cao tương 
đương. 

Cuồn thứ 12 tniói về tỉ sô điện tích các hình tròn và 
tÌ sô thể tích các bình đồng dạng. Trong các định lý 
về thể tích của hình chóp và hình nón, Ơ(clit đã sử 
dụng phương pháp «lây hêt› của Ởđôcx. 
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Cuôi cùng cuôn 13 trình bày tÌ lệ thể tích của các 
hình cầu và cách dựng s5 loại khôi đa diện đều. Mệnh 
để cuôi cùng khẳng định rằng ngoài s loại khôi đa 
điện đều đó ra không còn một loại nào khác. 

Toàn bộ tác phẩm của Ơclit thê hiện ý đồ muôn 
xây dựng hinh học một cách hệt sức chặt chẻ. Bởi 
vậy ta thây rằng ông đã không dùng trung điểm của 
một đoạn thẳng cho đến khi mà chưa chứng minh 
được sự tồn tại của nó. Trong cuôn 3 ông đã chứng 
minh một cách thận trọng rằng «một đường thẳng đi 
qua hai điểm của đường tròn thì phải đi qua những 
điềm nằm trong đường tròn ›. Nhưng như trên ta đã 
nói, ý đỗ ây không thực hiện được một cách triệt đề. 
vì sô tiên để của Ơfclit không đủ dùng. 

Một nnaận xét khác: ta không hể gặp trong tập «cơ 
bằần › những ứng dụng thực tiễn của hình học. Thậm 
chí không thầy nhắc đên thước và compa là những 
dụng cụ dựng hình để dựng đường thẳng và đường 
tròn, Điều đó không phải riêng gì trong tập (cơ bản»: 
đó là một tác phong chung của thời bây giờ trong phạm 
vi hình học. Các vân để của toán học ứng dụng và 
nhât là kỹ thuật tính toán không được coi trọng và 
do đó thành tựu trong lĩnh vực đó rầt nghèo nàn so 
với các vần đề lý thuyết. 


Đề két thúc phần trình bày ngắn gọn này về nội dung 
của tập «Cơ bản», chúng ta nhắc lại rằng trải qua hàng 
bao nhiêu thê hệ các nhà toán học tập ‹ Cơ bản › vẫn là 
một mẫu mực đáng noi theo về phương pháp xây dựng 
một lý thuyẻt toán học. Nêu như đên cuôi thê kỳ Iọ 
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chúng ta đã đưa ra một hệ tiên để đẩy đủ về hình học, 
thì thắng lợi đó chính là đã bắt nguồn từ tập «Cơ 
bản › của Ƒfclit vậy ! 


4. Acsime* thuộc về một sô ít các nhà bác học thiên 
tài mà tác phầm của hợ cớ tác đụng to lớn và quyết 
định đôi với lịch sử khoa học, và do đó đổi với lịch 
sử phát triển của loài người. Về mặt đó Acsimet có thê 
sánh được với Nitơn. 


Ông sinh năm 287 trước CN trong một gia đình buôn 
bán giàu có ở thành Xiracut (phía nam đảo Xixin). Do 
ảnh hưởng của người cha là nhà thiên văn Phiđ¡n, từ 
nhỏ Àcsimet đã có lòng mê say nghiên cứu toán học và 
cơ học. Acsimet đã sang Alêxanđri làm việc trong thư 
viện nỗi tiếng ở đó. Ông đã làm quen với nhiều nhà toán 
học ở Alêxanđri và khi trở về ÄXiracut ông vẫn còn giữ 
liên hệ thường xuyên với họ. Ông thường việt thư cho 
nhà thiên văn Kêônông và sau khi ông này chết thì viết 
thư cho Đôxiphe và Eratôsthen, Những bức thư này là 
những công trình khoa học thực sự, mỗi bức thư nói 
về một chủ để toán học trong đó thông báo những kêt 
quả mới được chứng minh chính xác và đẩy đủ. 

Khi trở về Xiracut quê hương, ông làm việc rât nhiều 
và hăng say. Nhưng Ácsimet không chỉ giới hạn trong 
phạm vi lý thuyết. Ông còn là một nhà thực nghiệm tắt 
sáng tạo. Khi còn ở Ai cập ông đã phát minh ra chân 
vịt (mà sau này còn gọi là vít Acsimet) để hút nước 
hiện nay còn được sử dụng ở Bắc phi. 


Tài năng về mặt đó của Acsimet được thể hiện rực 
rỡ trong thời gian thành Xiracut bị phong tỏa bởi quân 
đội xâm lược La mã đưới sự chỉ huy của thông tướng 
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Macxoen. Những máy bẳn đá và gương làm chảy lương ˆ 
thảo giặc của ông đã làm cho kẻ thù thiệt hại và khiêp 
sợ, thành Xưacut chỉ rơi vào tay quân La mã khi có nội 
phản. Acsimet bị quân thù giêt chết ngay những giờ 
phút đầu tiên khi thành phô thât thủ. Lúc ây vào mùa 
thu năm 212 trước CN. 


Công hiền của Acsimet về khoa học rát lớn lao và 
phong phú. Ông đã áp dụng những phương pháp tóán 
học tê nhị nhât thời bây giờ vào việc nghiên cứu các bài 
toán hình học và cơ học. Ngược lại chính những định 
lý về cơ học đặc biệt là nguyên tắc đòn bây, đã được 
Acsimet áp dụng để tìm ra những kêt quả mới về toán 
học. Ngoài ra, ông còn có những tác phẩm về phương 
pháp tính gần đúng. 

Không có tham vọng trình bày toàn bộ những công 
hiến (dầu chỉ trên những nét lớn) của Acsimnet, chúng 
ta hãy dừng lại trên phương pháp tổng trên, tổng dưới 
(thực chất là phương pháp tích phân). 


ð. Pnương pháp tông trên, tổng đưới, mà sau này ta 
gọi là tông Riman hay Đạacbư, được Acsimet trình bày 
trong tác phẩm « Về hình cầu và bình trụ ›, « VỀ đường 
xoản ôc», « Về các phỏng nón và phỏng cẩu» như là 
một phương tiện để tính thể tích và điện tích. Đề làm 
thí dự, ta đưa ra đầy phương pháp tình diện tính S vòng 
đầu tiên của đường xoắn 
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thành œ® phần bằng nhau, và gọi Š là tổng diện tích các 
hình quạt tròn ngoại ttếp, Š là tông diện tích các hình 
quát tròn nội tiếp (hình s). 
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si đã chứng mỉnh rằng hiệu Š— ,$ có thể làm cho 
nhỏ vô củng bằng cách lây m đủ lớn, và vì $ < $ 
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nên từ đó ông kết luận ,Š = dđ? : bằng cách chứng 
minh phản chứng, 
Như vậy về thực chất, Acsimet đã tìm thây : 
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Bảng cùng phương pháp đó ông đã tính thể tích của 
hình viên phân elipxôít và hypecbôlôit tròn xoay (ông gọi 
elipxôit là phỏng cầu còn hypecbôlộit và parabôlôit tròn 
xoay là phỏng nón ), và về thực chât cũng đưa đền công 
thức tích phân nói trên. Rõ ràng là Acsimet thây rât rõ 
tnột sự tương tự giữa ba bài toán đó, Nhưng ông chưa 
đủ phương tiện để nêu ra một khái niệm chung về tích 
phân định hạn, mặc dầu ông hình dung tất rõ. 

Những kết quả khác trong cuôn «Về phỏng nón và 
phỏng cầu tương đương với cái công thức sau đây : 
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Nhờ phương pháp tổng trên và tổng đưới, và các 
tiên để sau đây Acsimet đã giải quyết được nhiều bài 
toán khó về độ đải cung và điện tích mặt : 

«1. Trong những đường có chung 2 mút, đường thẳng 
là đường ngắn nhất. 

2. Hai đường khác nhau cùng nằm trong một mặt 
phẳng và cùng có hai mút chung thì sẽ luôn luôn không 
bằng nhat nêu chúng cùng lỗi về một phía, và một đường 
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hoặc bị chứa trong đường kia cùng với đoạn thẳng nội 
hai điểm mút, hoặc một phần của nó bị chứa còn một 
phần thì trùng với đường kia. Khi đó đường bị chứa 
sẽ bé hơn, 

3. Tương tự: trong những mặt có chung biên nằm 
trên mặt phẳng, mặt phẳng là bé nhất. 

4. Hai mặt khác nhau có biên chung nằm trên một mắt 
phẳng thì luôn luôn không bằng nhau nêu chúng cùng lỗi 
về một phía và một trong chúng hoặc bị chứa hoàn toàn 
trong mặt kia và mặt phẳng chứa biên, hoặc một phần 
bị chứa còn một phần thì trùng với mặt kia. Khi đá 
mặt bị chứa sẽ bé hơn, 

s. Nêu hai đường, mặt, vật thẻ không bằng nhau, thì 
cải lớn sẽ lớn hơn cái bé một đại lượng mà gấp nó lên 
một số lần sẽ được một đại lượng lớn hơn bât kỳ đại 
lượng nào trong sô những đại lượng có thể đặt trong 
một tỉ lệ xác định ›. 

Những tiên để này cho phép Acsimnet tìm diện tích 
mặt cầu và viên phân cầu, và tìm được độ đài đường 
tròn với độ chính xác tùy ý. Ông đã nội tiếp trong đường 
tròn một đa giác đều có sô cạnh là bội của 4 và quay 
đường tròn và ổa giác đó quanh một đường kính nội 
hai đỉnh. Khi đó diện tích Šn của mặt tròn xoay sinh 
bởi đa giác đó là tông của các hình nón cụt. Sau đó ông 
lại xét đa giác đều đồng dạng với đa giác nói trên những 
ngoại tiệp đường tròn, và tính diện tích .ŠŸn của mặt tròn 
xoay sinh bởi đa giác đó, Theo tiên để 4 thì : 

Su. Ô 6 €S v§¡ 
trong đó Š là diện tích mặt cầu. Acsimet tính được. 
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n—t k = 
Sn= >2 1 f S1 —— f — == 212 COtE --... -—- 
R tt 2 


K=l P 
< 4†?Zz Tương tự sìn > 41°z. 


Khi sô cạnh n của đa giác tăng lên thì Sntăng và 
Šn giảm theo tiên để 4. Ngoài ra Acsimet chứng 
trình rằng .Šn: Šv với n càng tăng thì càng tiên tới 
đơn vị. 

Từ đó suy ra Š = 4zr?. Kết quả đó tương đương với: 
, KL¿ 
: J sin @đdŒ = 1 
2 ð 
Cũng bằng cách tương tự trên đây, khi tính độ đài 
đường tròn bằng cách nội tiếp và ngoại tiệp các đa 
giác đều g6 cạnh, ông tìm thây : 


10 1 
2 ÚC nh E5 


Ngoài ra trong các tác phẩm của Acsimet, ta còn 
thây ông sử dựng phương pháp vi phân (khi xác định 
tiếp tuyên) và phương pháp cực trị. Ông đã giải bài 
toán cực trị của hàm x?, (a — x) và tìm thầy rằng 
khi x=2a/2 hàm đạt giá trị cực đại là 4đ? /27. Vào thê 
kỷ XVM, Đixi và Tôrixenhi đã ấp dụng thành công 
phương pháp của ông để tìm cực trị của hàm: 

x,(đ—x"),o <x-<g. 

Các nghiên cứu của Acsimet không được phát triển 
trong tình hình toán học thời bây giờ vì con đường 
của ông vạch ra đã vượt quá thời đại của ông rất 
nhiều. Đã hai lấn loài người quay trở về với AÁcsimet 
và đã hai lần các nhà bác học định cô gắng tiên lên 
theo con đường của ông. Lần thứ nhật xây ra ở Ai cập. 
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Khi Xabit lpn Kora (8236-oor) cùng các nhà bác học 
thuộc trường phái của ông đã nắm được phương pháp 
tông trên, tổng dưới và tính được một số tích phân 
mới. Nhưng họ cũng không tiên được xa hơn. Lần 
thứ hai ở Âu châu vào thê kỷ XVI— XVI sau khi 
Viet và Đecac phát mình ra đại sô ký hiệu cũng như 
khi Đecac và Pecma phát minh ra hình học giải thích, 
Lúc đó đã có điều kiện để phép tính vô cùng bé ra 
đời. Nhưng để đạt được điều đó đã phải tập trung trí 
tuệ của biệt bao nhà bác học lỗi lạc từ KêpíÍe, Galilê 
cho đên Ñiutơn, Lêpnitx. Tât cả hợ, trên một mức độ 
nào đó đều dựa trên công trình của Acsimet vĩ đại. 


6. Nhà hình học vĩ đại thứ ba của thời đạt Hy lạp 
hóa là Apôlôn: (khoảng năm 2oo — 170 trước CN) quê 
ở vùng Tiểu Á. Ông đến Alêxanđri lúc còn niên thiêu 
vả học tập dưới sự hướng dẫn của các nhà toán học 
thuộc trường phái Ơicit. Mặc dẫu các công trình của 
ông chưa thể so sánh với những tác phẩm thiên tài 
của Acsimet, nhưng ông đã để lại trong lịch sử hình 
học những trang cực kỳ quan trọng và sáng ngời. Mang 
lại vinh quang cho ông là tác phẩm tuyệt đẹp « Về các 
cônic › gồm 8 cuôỗn nói vê các giao tuyên cônic, 

Như ta đã thây, vào thê kỳ V trước CN, Menêc đã 
biết về giao tuyển côníc xem như là giao tuyên của 
một mặt nón tròn xoay với một mặt phẳng vuông góc 
với đường kính. Apôlôni đã xét vân để một cách tổng 
quát hơn. Trước hét ông xét mặt nón tròa xoay gồm 
hai tảng. Như vậy đường hypecbôl của ông Šẽ có hai 
nhánh. Sau nữa ông xét mặt nón bât kỳ, với góc ở 
đỉnh tùy ý, và xét giao tuyên tạo với đường sinh một 
góc tùy ý, Về thực châầt ông đã xét các đường côníc 


4I 


không phải theo một hệ tọa độ vuông góc mà theo 
một hệ tọa độ xiên nào đó, với một trục tọa độ là đường 
kính và trục kia là tiếp tuyên của cCÔnic tại mút của 
đường kính đó. 

Sau khi định nghĩa cônic nhờ không gian rrhư vậy, 
Apôlôn: cũng đã đưa nó về dạng phương trình và ông 
đã phân loại đường cônic theo dạng phương trình của 
chúng, như vậy là ông đã xét vân để theo quan điểm 
của hình học giải tích. Với hệ tọa độ như đã nói ông 
tìm thầy phương trình của parabôl, clip và hypecbôl 
lần lượt l: 


p P 
y° = 2PX , y°= 2pX — T— #Ì ; JŸ =2pX + Ti oàu 


Apôlôn biết rầt rõ rằng sự phân loại ây chỉ có 
nghĩa nêu đạng phương trình không thay đổi khi ta 
thay đôi hệ tọa độ. Trong cuôn 1 ông đã giải quyết vân 
để đó. Sau khi định nghĩa các giây cung liên hợp và 
các tính chất như : giây cung hiên hợp với một đường 
kính và đi qua mút của đường kính chính là tiếp tuyên, 
ông đã chứng mình rắng : dạng phương trình sẽ không 
thay đổi nêu ta chuyên sang hệ tọa độ mới có một 
trục là đường kính và trực kia là tiếp tuyến của cônic 
tại mút của đường kinh. Như vậy là để phân loại đường 
cong, Apôlôni đã xét các tính chất của phương trình 
đại sồ biểu thị cho chúng, tức là những tính chất 
không thay đổi qua phíp biên đổi hệ tọa độ nói trên. 
Chỉ đền cuôi thê kỳ XIX tư tưởng này của Apôlôm 
mới được hiểu rõ sau khi Kiêimn đưa ra ‹chương trình 
Eclanghen›, trong đó hình học được định nghĩa như 
là khoa học về các bât biên của một nhóm các phép 
biên hình. 
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Trong các cuôn tiệp sau, Apôlôni đã nghiên cứu các 
đường cônic một cách kỹ càng, nêu lên những khái 
niệm và các tính chât của chúng như: tiêu điểm, cực 
tuyên, cực điểm, tiệp tuyên,,pháp tuyên, các vận để như : 
SỐ giao điểm của các cônic, các định lý về diện tích 
và cả các định lý nói tiếng sau đây: 

2. Tông bình phương các đường kính liên hợp của 
một clip bằng tông bình phương các trực chính. 


2. Hiệu bình phương các đường kinh liên hợp trong 
một hypecbôl bằng hiệu bình phương các trục chính. 


2. Hình bình hành dựng trên hai đường kính liên 
hợp của một clip hoặc hypecbôl có điện tích không đổi. 


Trong tác phẩm của mình, ‹Apôlôni không những 
chỉ phát triển phương pháp của hình học giải tích mà 
còn cả phương pháp của hình học xạ ảnh, nghiên cứu 
những tính chât không thay đôi qua phép chiều xuyên 
tâm (lý thuyết cực tuyên, cực điểm về thực chât là 
thuộc hình học xạ ảnh). 


Trong lịch sử toán học, giao tuyển cônic một thời 
gian đài không tìm thây sự áp dụng, nều không đề ý 
đền việc nghiên cứu sự phản hồi của tia sáng theo mặt 
gương hình parabôlôit tròn xoay. Chỉ đên thê kỳ XVII 
tư tưởng của Apôlôni mới được phục hồi: Fecma và 
Đêcac chuyển phương pháp của ông sang ngôn ngữ 
đại sô làm cơ sở cho hình học giải tích. (Nhưng trong 
phạm vi cơ học thiên thể thì các đường cônic đã được 
áp dụng sớm hơn một ít: Kêple đã chứng mình rắng 
các hành»tinh trong hệ thông mặt trời chuyên động 
theo đường elip rà mặt trời là một tiêu điểm. 
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Galilt chứng tỏ rằng một viên đá ném đi thì chuyên 
động theo đường parabôl. Nhưng tât cả những điều đó 
đều rnuộn hơn rât nhiều so với phát mình của Apôlôni). 


Như vậy, giao tuyên cônic của Apôðlôn: là một thí dụ 
về một lý thuyết toán học được phát sinh trước khi nó 
cần thiết phát sinh ra. Trong toán học không hiểm những 
trường hợp như vậy. Chẳng hạn, cơ sở cho học thuyêt 
tương đổi của Anhxtanh (1oos— roi6) đã được xây 
dựng bởi Oaux năm ¡1827 và Riman năm 1854 ; lý 
thuyêt nhóm áp dụng tộng rãi trong cơ học lượng tử 
được sinh ra rất sớm so với môn học đó. Nhưng dầu 
sao lý thuyết giao tuyên cônic của Apôlôni vẫn là mệt 
thí dụ lạ lùng nhật, 


7. Sau Apôlôni, bắt đầu một sự ngừng trễ về khoa 
học. Những nghiên cứu riêng lẻ trong khoảng bai thê 
kỳ sau đó không vượt phạm vi những vần để mà ba 
nhà hình học vi đại là fclit, Acsitmet và Apôlôni đã để 
cập đến. Nguyên nhân căn bản của tình hình nói trên 
là những cuộc chiên tranh liên rniên xây ra trên lãnh 
thổ của các quốc gia Hy lạp hóa. Đó chính là thời kỳ 
đề quôc La mã ra đời (vào thê kỳ III trước công 
nguyên). Quân đội La mã xâm chiêm ÄXiracut năm 212 
trước CÑ, Cacphahen và Hy lạp năm 146 trước CN, 
Babilon năm 64 trước CN và Ai cập năm 3o trước CN. 
Các quốc gia Hy lạp hóa lần lượt mật sự độc lập về 
chính trị và trở nên những tỉnh thành của La mã. 


Đề quốc La mã trong khi tiên hành các cuộc chiên 
tranh xâm lược đã phá hoại các trung tâm khoa học 
mà sau này không thể phục hồi lại được. Thư viện 
giàu sách vở ở Alêcxandri bị đột cháy một phân khi 
quân đội Xêda chiếm thành này (về sau còn bị cháy một 
sô lần nữa). 
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Cuộc sông kinh tê và văn nóa của các quốc gia Hy 
lạp hóa bị ngừng trệ. Những. tư tưởng sảng tạo của 
nhân dân các nước này thôi không còn ảnh hưởng tới 
các dân tộc phương Đông nữa. Ngược lại bắt đầu nây 
sinh tư tưởng sùng bái phương Đông rmmột cách huyền 
bí. Con người muôn thoát khỏi cuộc sông hiện thực 
đầy dau khô bằng cách đi tìm những học thuyết tôn 
giáo khác nhau hứa hẹn cho họ một cuộc sông tôt đẹp 
hơn ở một thê giới khác. 


Chỉ có vào những thê kỷ đầu tiên sau công nguyên, 
khi đề quôc La mã đã ở vào thẻ vững mạnh, tình 
hình kinh tê bắt đầu ổn định, thì nên khoa học Hy lạp 
mới dần dẫn sông lại, 


Thành Alêxanđr! lại đẩn đẩn khôi phục được vị trí 
trung tâm văn hóa. Ở đây vào hồi bây giờ nỗi lên tên 
tuôi của hai nhà hình học xuât sắc : Hêrông và Mênêlai, 


8. Hêrông (thể kỷ l) là một nhà kỹ sư tài giỏi và 
tột nhà toán học nghiên cứu và bình luận tập « Cơ 
bản » của clit, Ông viết cuôn « Mêtric ›, trong đó tập 
hợp các công thức khác nhau đè đo đạc các hình. Ở 
đây ta gặp công thức nỗi tiếng của Hêrông để tính 
một tam giác theo ba cạnh của nó. ‹ Mêtric › được việt 
ngắn gọn và rõ ràng. Phản lớn là những công thức 
và minh họa bằng thí dụ. Nêu có chứng mính thì 
chứng mình gọn và đúng. Hêrông còn đưa vào tác 
phẩm mình những công thức gần đúng. Ví dụ để tìm 
căn bậc hai của một sô, ông đã dùng công thức 


vÑe~ (z đ -_ 2S] trong đó a là sô nguyên lớn 
nhất có binh phương bé hơn Ñ. 
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Mênêlai (thê kỳ Í— 1D là một nhà thiên văn, Năm 
98, ông tiên hành quan sát thiên văn ở Rôm và viết 
thành một cuôn sách, sau này không tìm thây. Cuôn 
«Mặt cầu» của ông còn truyền lại được ngày nay là 
do bản dịch ra tiếng Â rập của Xabit lpn Kora. Trong 
cuôn sách này, Mênêlai đã trình bày hệ thông hình 
học trên mặt cầu, và đó chính là hệ thông hình bọc 
đầu tiên khác với hình học clit. Ông đã chứng minh 
những tính chât cơ bản của tam giác cầu, trường hợp 
bằng nhau của chúng và chứng mính rằng tổng các 
góc trong tam giác cầu lớn hơn rổo9, 


Một phần cuôn sách dành cho lượng giác trên mặt 
cầu. Trong phần này ta thây định lý nổi tiêng của 
Mênêlai về các tuyên của tam giác : Nêu một cát tuyên 
cắt các cạnh AB,BC,CA của tam giác ABC tại các 
điềm Œ', A', B' thì 

AC  BA' CP' 

CB 'AC ' 5Ã 
Công thức đó chuyển sang mặt cầu nhờ phép chiều 
xuyên tâm đã trờ thành một công thức về các dây 
cung trên mặt cầu. 


= T1 


9. Vào những thẻ kỷ đầu tiên sau công nguyên, đạo 
Cơ độc trở nên quốc giáo của La ruã và ià một kẻ thù 
thực sự của khoa học. Thư viện bị phá hủy, sách vở 
bị đôt cháy, các nhà khoa học bị nhục hình. Điều đó 
không lây làm lạ: khoa học làm cho con người có óc 
phê phán, có thổi quen phân tích khoa học các sự kiện, 
mà điểu đó thì không có lợi cho sự truyền bá đạo cơ 
đôc của nhà thờ. Khẩu hiệu của nhà thờ lúc bây giờ 
là Sau khi có Đức chúa, chúng ta không cần một sự 
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hiểu biêt nào khác. Sau khi có kinh Phúc Âm chúng 
ta không cần nghiên cứu gì nữa hết›. 

Thành phó Alêxanđri bị sụp đổ. Các tô chức khoa 
học các trường học phi thiên chúa giáo đếu bị đóng 
cửa. Năm 4t2 trường phái khoa học ở Alêxanđri bị 
giải tán, nhà nữ toán học Ghipatia người lãnh đạo của 
trường phái bị phanh thây. Sự nghiên cứu toán học 
thực sự bị ngừng trệ. 

Trong thời kỳ này, về những thành công trong phạm 
vì hình học chỉ có thể kể đến cuỗn « Tuyển tập toán 
học» của Pap (thể kỷ HD), liên quan tới hình học xạ 
ảnh và việc nghiên cứu các đường cong trên mặt xuyên 
và một sö mặt khác. Trong tác phẩm này ta tìm thây 
định lý nỗi tiếng của ông: «Nêu trên một đường thẳng 
ta lây ba điểm A, B, C và trên một đường thẳng khác 
ta cũng lây ba điểm A',B,C/ thì giao điểm của AB/ và 
AB, BC? và BC, ÁC/? và AC nằm trên một đường 
thàng », Định lý này về sau được Đêcac và Paxcan mở 
rộng (thê kỷ 17), đánh dầu sự xuât hiện môn hình học 
xạ ảnh. 


10. Hình học trong thời đại Hy lạp cô đã có một 
tác dụng lớn lao đỗi với sự phát triển hình học và toán 
học nói chung. Chính vào thời kỳ này, hình học đã 
thực sự trở thành một khoa học suy diễn, và đạt được 
những tiên bộ rât lớn trong việc hình thành các phương 
pháp để nghiên cứu nó. Các thành tựu của hình học 
Hy lạp như lý thuyêt về các đại lượng vỗ ước, việc 
nghiên cứu các bài toán không thể giải quyết được 
bằng thước và compa, nghịch lý về vô hạn và phương 
pháp ‹lây hệt», phương pháp tích phân và vi phân của 
Acsimet, giao tuyên cônic của Apôlôni, phương pháp 
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tiên để, hình học cầu của Miênêlai..., đã có tác dựng 
quyết định cho sự phát triển của toán học trong rât 
nhiều thê kỷ sau đó. Ờ đây xuất hiện những tư tưởng 
lớn mà phải hàng ngàn năm sau mới hoàn thành được. 
Đã nhiều lần các nhà toán học ngày nay cảm thây một 
cách rất rõ rằng họ đang làm những điều mà thời cỗ 
Hy lạp người ta đã làm. Đã nhiều lần các nhà toán 
học ngày nay phải quay trở về với Ođôcx, Ơclit, 
Acsimet,.. và lại phát hiện ra ở những Con người vĩ 
đại đó những tư tưởng và phương pháp mới giúp 
ích rât nhiều cho sự tiên lên của toán học hiện tại. 
Và điều đó chắc chẳn vẫn sẽ còn xây ra. 
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Chương TỰ 


HÌNH HỌC Ở TRUNG QUỐC, 
ẤN ĐỘ VÀ CÁC NƯỚC HỒI GIÁO 
VÀO THỜI TRUNG CÔ 


1.Nền văn hóa Trung Hoa xuât hiện từ thiên niên 
kỳ IItrước CN (thiên niên kỳ — tooo năm) ở lưu vực 
sông Hoàng và sau đó lan đân đền lưu vực sông Dương 
Tử. Nhà nước Trung Hoa đầu tiên xuất hiện từ thời nhà 
Ân (thê kỷ XVHI— XH trước CN). Người ta đã phát 
hiện những đồ sành vào khoảng thời kỳ này, trên đó 
có vẽ những hình trang trí hình học như hình s cạnh 
đều, 8 cạnh đều và 12 cạnh đều. Vạn lý trường thành 
nội tiếng cũng được xây dựng vào thời kỳ này. 

Vào thể kỷ VI trước công nguyên, xuât hiện nhà tư 
tưởng nồi tiềng Không tử (năm s51 đên 47o trước CÑ), 
người sảng lập ra phái Nho giáo, đồng thời cũng bắt 
đầu xuât hiện khoa toán học và thiên văn học. Đã có 
những cuôn sách giáo khoa đầu tiên về toán học, mặc 
dầu hiện nay vẫn chưa tìm thây được, nhưng có lẽ cũng 
tương tự như cuôn Cửu chương toán thuật» mà ta sẽ 
nói kỹ vào đoạn sau. 


Các tài liệu toán học cỗ đại Trung Quộc còn lưu 
được đên ngày nay thường nói về tình hình toán học 
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vÀo cuỏi thiên niên kỳ Ï trước CN. Đó là vì vào năm 
212 trước CN Tấn Thủy hoàng ra lệnh đột hệt sách vở 
của phái Nho giáo. Tuy thê, sang đên đời nhà Hán, 
các cuôn sáchxcô dần dẫn được khôi phục lại, chù yêu 
dựa vào trí nhớ. Vào thê kỷ II trước CN, kỹ thuật làm 
giầy được phát minh, giúp cho việc lưu truyền các văn 
bản chép tay về toán học được thuận tiện hơn. Tài liệu 
toán học cô nhất vào thời kỳ này. 

Vào đời Đường (thê kỷ XI — X) Trung Quốc chiêm 
đoạt một loạt nước láng giểng, mở rộng đât đai từ biên 
Đông sang tới Tibê và từ Vạn Lý Trường Thành đền 
biên giới Việt nam. Sự liên hệ buôn bán giữa Trung 
Quốc với Ân độ, Nam Dương, lrăng, Trung Á bắt đầu 
mở rộng. Đền thể kỳ VIII, Đạo Phật nây sinh ở Ân độ 
được truyền bá sang Trung Quốc, đồng thời với cả 
những kiên thức khoa học của Ần độ. 

Từ thê kỳ X— XIH, thủ công nghiệp và nghệ thuật 
phát triển cao. Người ta đã phát minh ra địa bàn và 
thuộc súng. Vào thê kỷ XIII, Mông cổ xâm chiêm Trung 
Quôc, họ bắt về nước mình các nhà chuyên môn, thợ 
lành nghề về kỹ thuật xây dựng và kỹ thuật vũ khí, cả 
thầy bói và thầy cúag. Những người này sau đó lại theo 
đoàn quân xâm lược Mông cô sang vùng Trăng và Trung Á, 
vì thê về sau tại các vùng này, xuất hiện các nhà bác 
học Trung Quốc. Tiếp đó, các nhà bác học của các nước 
Hy Lạp hóa cũng bắt đầu sang Trung Quốc, trước khi 
người Âu đặt chân lên đât nước bao la này. Như vậy 
có một sự ảnh hưởng lẫn nhau, và sự liên hệ mật thiệt 
giữa các nền văn hóa Trung Quôc, Ân độ. Trung Á và 
cả Hy Lạp nữa. 
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Trong thời cỗ đại, việc giảng dạy toán học ở 'Trung 
Quôc chiêm một vị trí khá quan trọng. Hệ thông giáo 
đục được xác định từ hồi nhà Chu vào thê kỳ V, việc 
giảng dạy và thi cử toán học được tiên hành một cách 
nghiêm túc. Vào đời nhà Đường, trong chương trình 
học của nhà nước, toán học được giảng dạy và học tập 
trong vòng 7 năm. Muôn được bỗ dụng thành những 
quan chức nhà nước cần phải tham dự một sô kỳ thị, 
trong đó có môn toán. Người ta đã tái bản nhiều lần 
trong nhiều thê kỷ tập «‹ Cửu chương toán thuật; xem 
như tài liệu giáo khoa, 

Nếều như tập «Cơ bản› của Ơclit là một tác phẩm 
thông nhất, tông kết được những thành tựu về hình 
học trước đó, và được việt lại dưới một quan điểm mới 
thì tập (Cửu chương toán thuật› chì là một tác phầm 
được in lại không thay đổi, tuy có bô xung thêm do 
người viết, Bởi vậy trong đó ta thầy nhiều sự khác biệt 
nhau về trình độ khoa học. 


2. ‹Cừu chương toán thuật» (tức là toán học trong o 
chương) được Trần Sanh (chết năm 150) viết lại cuôồi 
cùng, bao gốm 246 bài toán trình bày rập khuôn : trước 
hệt nêu bài toán, sau đó nêu đáp sỏ và tóm tắt cách 
giải. Như đã nói, trình độ khoa học thẻ hiện qua các bài 
toán rât khác nhau. Chương cuôi cùng có lẽ đo chính 
Trần Sanh việt, còn những chương trước có liên quan 
với những thời kỳ sớm hơn nhiều. 

Chương 1l ‹Phương điền› dành cho việc tính diện tích, 
Diện tích của hình chữ nhật, hình vuông được tính một 
cách chính xác. Khi tính diện tích hình tròn, hình quạt... 
người ta sử dụng sô ø=2. 

Các chương tiếp theo dành cho các bài toán về số học. 
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Chương cuôi cùng gồm những bài toán xác định các 
khoảng cách và chiếu cao không tới được nhở định Íý 
Dythago và tính chất của tam giác đồng đạng. 

VỀ định lý Pythago thì vào khoảng năm 1100 trước 
CN người ta đã biết tam giác với ba cạnh 2, 4; s là tam 
giác vuông (Trần Hạo) và đên thê kỷ VI trước CN, người 
ta đã biệt trong trường hợp tông quát (Seng Xư). Xem 
chương IX của «Cửu chương toán thuật ta có thể đoán 
được rằng sự chứng minh định lý Đythago được tiên 
hành trên hình vẽ. Một hình vuông dựng trên tông hai 
cạnh a, b của tam giác vuông có thể đặt đưới đạng tông 
hinh vuông dựng trên cạnh huyền c và bôn hình tam giác 
bảng tam giác đã cho (hình 6). Mặt khác nó cũng có thể 
đặt dưới dạng tông của 4 hình chữ nhật cạnh a, b và 
hình vuông cạnh a-b. Tức là 

(4+-bj* = aqb + c* = Aab + (a — ð)° 


Từ đó suy ra c2 — d2 +. Ù° 


¿ 


Hình 6 


Ö 


Trong chương này còn có những bài toán mà về sau 
ta lại tìm thầy trong tác phẩm của các nhà toán học Ẩn 
độ là Bracmagupta (thê kỳ VII) và B.Khackara (XI 

°*như bài toán về cây lau mọc giữa hồ nước hình vuông 
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hay về một cây gẫy mà ngọn đính với đầt và cách gộc 
một khoảng nào đớ. Những bài toán này đưa đên việc 
tìm các đại lượng ở, c sao cho 

q5 = cÊ — b2 — (c + b) (đ( — ð) 
mà đã biết a và c + b hoặc c -b, Quy tắc giải được 
biểu thị bằng các công thức: 


a2 
c  = bang ổ” 
T c— ð 
€— = Ằ. 
2? 1 a? 
Khi đó hoặc 2c =--- -+L Äk _—x> € =... | + & 
: ko ầ P ) 


â 2 
hoặc 2ð = ^- —k —~b = .Ì h + k) 
Ñ 2 \& 


Người Trung Quốc cũng biết cách xác định bán 
kính r của đường tròn nội tiệp trong tam giác vuông có 
cạnh góc vuông a, ô: 


— _Š 8b. trong đó c = VaŸ + b2 
a. _ồ +_€ í 

Điều đó chứng tỏ rằng họ đã biết các sự kiện hình học 
như : bán kinh vuông góc với tiếp tuyên tại tiệp điểm, 
hai tiệp tuyên vẽ từ một điểm thì bằng nhau... 

Trong một bài toán khác ta thây có sử dụng đến 
tỉnh chât: góc nội tiếp trong nửa đường tròn là góc 
vuông. 

3. Từ thể kỷ l đên thể kỷ III, các nhà toán học 
Trung Quốc, có lẽ do ảnh hưởng của Hy lập và Ân 
độ bắt dầu nghiên cứu việc chính xác hóa tỉ số giữa 
độ dài đường tròn và đường kính của nó. 
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Nhà triết học và thiên vấn học Trương Hành 
(78— 129) chứng mình rằng bình phương độ đài đường 
tròn và bình phương chu vi hình vuông ngoại tiệp tỉ 
lệ với s và 8. Như vậy z = 4/1o = 3,162. Kêt quả 
này chúng ta cũng tìm thấy ở nhà toàn học Ân độ 
Bracmagupta (thê kỳ VII và Angôret thê kỳ IX). Nhà 
bác học và nhà chỉ huy quân sự Van Phan (chết năm 
267) có kết quả tôt hơn z = 142/45 = 3,155. Ta không 
biết được phương pháp tìm ra kết quả đó. Lưu Huy 
(thê kỳ II trong bài bình luận về ¿Cửu chương toán 
thuật » đã xét một đa giác đều nội tiếp trong đường 
tròn. Ông lập luận rằng điện tích hình tròn bé hơn 
điện tích hình gồm đa giác n cạnh nội tiễp và n hình 
chữ nhật ngoại tiếp các hình viên phân thừa fa, và đi 
đền bầt đẳng thức: 

Sản 3< Đn -E 3 (32n — 5n) 
trong đó đSzna Và Šn lấn lượt là điện tích hình đa giác 
đều 2n cạnh và n cạnh nội tiếp, S là điện tích hình tròn, 
Trong trường hợp đường tròn có bán kính 1o và n = 96; 
ông tìm thây 
314 sa <S < 314 >> 

Do đó ông lây diện tích hình tròn là 314, tứC z = 3,14. 
Tiềp tục với n = 4072, Lưu Huy nhận được giá trị 
z = 3,1415o. Nhà thiên văn học, toán học và kỹ sư Tô 
Sung Chỉ (42o-so1I) đã tỉnh giá trị z với độ chính xác 
khá cao. 

| ),1415926 < z < 3,1415927- 

Ông còn tìm ra z = 353/113. Kỷ lục về sự chính xác đó 
mãi đền thể kỷ XV mới bị phá bồi An Kasi, và giá trị 
z = 355113 lại còn được tìm thầy vào thê kỳ XXVI bởi 
nhà toán học Hà lan Ôttô. 
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4. Các tài liệu lịch sử toán đều chứng tỏ rằng từ 
thẻ kỳ XIV nền toán học Trung Quôc bước vào một 
giai đoạn đỉnh trễ khá dài. Các kiên thức đã có không 
được phát triển và không được truyền bá rộng rãi. 

Hình học Trung Quộc đã phát triển cho đên thê kỷ 
XIV, nhưng nó chỉ mới là một tập hợp các công thức 
để tính toán và giải các bài toán. Nó còn xa mới trở 
nên một khoa học suy diễn có hệ thông chặt chế như 
ở Hy lạp. 

Hình học và toán học Trung Quốc nói chưng không 
bị cô lập với sự phát triển toán học ở các nước khác. 
Vài trăm năm sau khi đình lý Đythago được chứng 
mỉnh ở Trung Quốc, ta lại tìm thầy ở Ân độ. Điều 
đó chứng tỏ đã có sự trao đổi văn hóa giữa hai nước 
vào những năm đầu tiên sau công nguyên. 

Sự trao đôi văn hóa giữa Trung Quốc và các nước 
Trung Á cũng được chứng minh bởi sự xuât hiện ở 
Trung Á quy tắc ‹hai lần giả sửo, sau khi nó xuất 
hiện ờ Trung Quốc. _ 

Qua các nước Ân độ và Hồi giáo, toán học Trung 
Quốc cũng đã ảnn hưởng tới châu Âu, mặc đầu nhiều 
phát minh quan trọng của Trung Quốc được châu Âu 
biêt đên quá muộn, 

5. Nền văn hóa Ân độ xuât hiện rầt sớm, vào thiên 
niên kỷ III trước CN. Sau đó vào thiên niên kỷ lJ trước 
công nguyên các bộ tộc từ niềm Trung Ấ tràn xuông 
chiêm Ân độ và thiết lập ở đây một nhà nước chiêm hữu 
nô lệ. Vào thiên niên kỳ I trước CN, xuât hiện kinh thành 
Vệ đà; lúc đó thiên văn khá phát triển và đã có lịch. 
Từ thể kỳ VII trước CN đã xuất hiện những tài liệu 
toán học chép tay‹ 
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Năm 22s trước CN một phản lớn bắc Ân bị Alêxanđr 
xứ Makêđônia xâm chiếm, và sau đó trở thành một bộ 
phận của Vương quốc Sêlœcux. Từ đó, giữa Ân độ và 
Hy lạp có những quan hệ mật thiết hơn. Văn hóa của 
người Hy lạp và Ba tư truyền sang Ân độ đã có ảnh hưởng 
lớn ở nước này. Ngược lạt, văn hóa Ân độ cũng được 
truyền bá sang Ba tư và Hy lạp. 

Ñăm 321 trước CN, Sanđragupta khởi nghĩa thẳng lợi 
lập nên vương triểu Moria nỗi tiêng trong lịch sử Ân đệ. 
Khi cháu của 5Sanđragupta là Asôca (273 - 232 trước CN) 
lên ngôi thì quôc gia chiềm hữu nô lệ Ân độ đã bước 
vào thời cực thịnh. Bằng những cuộc chiên tranh đẫm 
máu, Asôca đã thông nhất được hầu hết lãnh thề Ân độ, 
sự thông nhât này đã thúc đây sự phồôn vinh về kinh tê 
và sự phát triển văn hóa, khoa học, nghệ thuật. 


Những triểu vua thừa kê kê Asôca đã bât lực trước 
sự xâm lân của nước ngoài. Mãi đến thê kỳ IV; người 
Ân độ lại mới tự mình xây dựng nên vương triều Gupta 
với một nền kinh tê và văn hóa phát triển hơn. Lúc này 
Ân độ đã bước vào chề độ phong kiễn. 

Vào thời kỳ này bắt đầu xuât hiện các công trình về 
thiên văn và toán học mang tên ‹ Xitkhanta » (học thuyết). 
Đỏ là những công trình của các nhà toán học xuất sắc 
Ariapkhata (cuôi thể kỷ Vì Varakhamikhira (thê kỷ V— VI). 
Bracmagupta (sinh năm so). Vào các thê kỷ VII—VITH 
các ‹Xitkhanta » của Ariapkhata và Pracmagupta rât nỗi 
tiêng trong các nước Hồi giáo và được dịch ra tiêng A rập. 

Từ thê kỷ IX, sau những cuộc chiên tranh tàn phá ở 
Bắc Ân, trung tâm khoa học dẩn dần chuyên về Nam Ân, 
ờ đây có nhiều nhà toán học và thiên văn : Magavira 
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(thê kỳ 1X), Sritkhara (thê kỷ IX - XỌ, Brackara (thê kỳ 
X1), Naraiana (thê kỷ XIV), Nilakanta (thê kỷ XV - XVI), 


6. Các kiện thức và phát minh của các nhà bác học 
Ân Độ trong phạm vị hình học thua kém rât nhiều so 
với sô học và đại số. Môn hình học ở Ân độ mang tính 
thực tiễn, do đó không phải là một môn khoa học suy 
diễn, Hầu như không có những tác phầm riêng về hình 
học, những khái niệm và công thức hình học thường 
nằm xen trong các tác phầm về sô học hoặc thiên 
văn học. 


Các mệnh đề hình học được nêu lên mà không chứng 
minh, thường được mình họa bằng hình vẽ và việt thêrn 
‹ Hãy xem Í†› Trong một sô trường hợp mới thầy có sự 
giải thích ngắn gọn. Có lẽ là các chứng minh được giải 
thích cho học sinh bằng miệng. 


Tuy vậy người Ân Độ biết nhiều loại toán dựng hình 
và ứng dụng vào công việc xây dựng. Trong tác phẩm 
xuât hiện khá sớm « Sunva Xutra › (VII—V trước CÑ) có 
trình bày những phương pháp xây dựng các đền thờ và 
các phép tính toán có liên quan. 


Việc xây dựng các đền thò và chùa chiến được ân định 
theo một số mẫu mực như : hình dạng kích thước và 
phương hướng. Muôn vậy phải giải quyết một sô bài 
toán liên quan như : đựng góc vuông, hình vuông, dựng 
tam giác vuông có cạnh là những sô nguyên, dựng hình 
vuông gâp đôi một hình vưông cho trước, v.v... Định 
lý Pythago là cơ sở cho các phép dựng đó. 


Việc chứng minh định lý Đythago được đưa vào tác 
phẩm của Bkhaxkara dưới dạng hình vẽ (hình 7) và 
chú thích « Hãy xem lo, Nêu ta ký hiệu d, ở là cạnh góc 
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vuông và c là cạnh huyền của tam giác vuông, thì diện 
tích (^của hình vuông bằng 4 lẩn diện tích của tam 
giác vuông đó và điện tích hình vuông có cạnh a—ö. 
Như vậy 


“ca cố â 
"mm +(a— 0, 


Chứng minh này so với cách chứng mình của người 
Trung Quốc thì có gọn hơn. 
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Hình ;z 


Bracmagupta đã nêu lên quy tắc đề tính gần đúng diện 
tích hình chữ nhật bât kỳ, là tích còa các nửa tông sô 
các cạnh đôi điện, giông như chúng ta đã thây ở người 
Babilon. Sritkhata đã nhận xét rằng quy tắc ây không 
nên áp dụng cho tứ giác bất kỳ, và nêu ra công thức 
tĩnh diện tích hình thang như hiện nay. ˆ 


Bracmagupta còn nêu lên một công thức tính diện 
tích hình chữ nhật tương tự như công thức Hêrông : 
S= vĩp—9 @—=Đ Tp Te—9, 
trong đó p là nửa chu vị, q, 6, €, d là các cạnh. Thực 
ra công thức đó chỉ đúng đổi với tứ giác nội tiệp. Ông 
không nêu lên nhận xét đó, nhưng ông chỉ áp dụng 
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đồi với hình thang cân và hình chữ nhật có hai đường 
chéo vưông góc với nhau, 

Các giá trị gần đúng của z cũng tìm thây trong các 
¿XXitkhanta ». Chẳng hạn trong ‹ Pulixơ, Xitkhanta» (thê 
kỳ V) có nói rằng độ dài đường tròn và đường kinh 
tÌ lệ với 4g27 và 12so, như vậy là z = 2,14I6. Ariapkhata 
thì từn thây z dưới dạng 62822 : 2oooo, còn Bracmagupfa 
thì dùng z = ⁄1o (có lẽ lây theo người Trung Quốc), 

Sritkhara nêu ra quy tắc tính thể tích hình lăng trụ 
là ƒ = SH, còn thể tích hình nón cụt đáy tròn là: 


V ^ TỊm +rR + ra | trong đó z = V/to,. 
còn thể tích hình nón là ƒ = _— SH. 
3 


Bkhakara còn nêu quy tắc tính thể tích hình cầu : 
[Ứ = - zŠ VớI z — 3,1416. 


Về lượng giác ta cũng tìm thây trong các «Xitkhanta›» 
những công thức sau đây (việt theo ký hiệu hiện nay) : 
Sin? *x + cos2 & = Ì. 
Siín % = cos (go9 —-#%) 
Sin (x + B) = sin# cosổ + cos% sin ổ 
Trong uXuria Xit Khanta› của Ariapkhata, ta thây có 
một bản tính sin của các góc cách nhau 2%4s', khá chính 
xác. Trong các bảng lượng giác được thiết lập sau đó, 
sự chính xác ngày càng cao. Đặc biệt Bkhackara đã lập 
bảng sin cách nhau r9, Ngoài ta cũng còn có các công 
thức lượng giác cầu, áp dụng trong thiên văn. 
7. Nhìn chung, tình hình phát triển hình học ở Ân 
Độ cũng tương tự như ở Trung Quốc, Nền toán học 
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Ân Độ cũng có nhiều Ảnh hưởng tới sự phát triển toán 
học ở phương Đông cống như phương Tây nhưng đáng 
tiệc là những công trình của các nhà toán học Ân Độ 
việt vào khoảng thê kỳ XV— XVIII không được người 
nước ngoài biết đền, mà lại được «phát mình lại» bởi 
người Âu châu. 

Rõ ràng là những công hiên của người Ân Độ vào 
sự phát triền toán học của thê giới sẽ còn lớn lao hơn 
nêu Ân Độ không bị rơi vào ách thuộc địa của đề quốc 
Anh hàng tnẫy trăm năm, 


8. Vào thế kỷ VII ở vùng bán đão A rập xuât hiện 
một tôn giáo mới gọi là Hồi giáo mà người sáng lập 
là Môhamet (s2i—632). Sau khí Môhamet chét, những 
người kề nghiệp ông đã tiên hành một cuộc chiên tranh 
xâm lược rộng lớn, dùng gươm, lửa để truyền bá và 
củng cô địa vị thông trị của đạo Hỏi. Họ đã chiếm Xi, 
Babilon và lran năm 6+7, Ai cập năm 642 và chiêm 
toàn bộ Bắc phi vào nửa sau thê kỷ VIÏ, Năm 711, 
người Â rập tiên từ châu Phi vào Tây ban nha và nhanh 
chóng chiêm được toàn bộ bán đảo Pirênê, và đên thê 
kỳ 1X chiêm luôn Xixin và Nam Ý, Năm 712 họ bắt 
đầu đánh Trung Á, chiêm vùng Zacapka và một phần 
Ân Độ. Người A rập đi đền đâu đếu cô tình phá vỡ các 
truyền thông văn hóa Hy lạp — La mã để thay thê bằng 
nền văn hóa Hồi giáo. Đạo Hồi đã chiếm được địa vị 
thông trị và tiếng A rập đã trở thành ngôn ngữ chính 
thức được dùng trong văn học nghệ thuật và khoa học. 

Năm 76a thủ đô của để quốc À rập là Batđat (trước 
kia ở Đarnat), một thành phô thương mại phát triển, 
Các nhà buôn bán đã từ đó đi Âu Độ, Trung Quốc, các 
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nước châu Âu ở vùng Địa trung hải và châu Phi. Ngoài 
ra chính quyển Batđat rất chú trọng vân để canh tác 
và thủy lợi. _ 

Tât cả các mặt hoạt động kinh tế đó đã tạo điều 
kiện cho toán học và thiên văn học phát triển. Thêm 
vào đó, nhà cẩm quyển cũng đã thi hành một chè độ 
bảo trợ khoa học. Các nhà bác học được trả lương cao. 
Người ta xây dựng những đài thiên văn, các thư viện lớn. 
Các tác phẩm cô của Hy lạp được dịch ra tiếng A rập. 
Các nhà bác học lớn ở khắp nơi được mời về Batđat 
làm việc. Vào thê kỷ 13X-X, các nhà bác học nỏi tiếng làm 
việc ở đây phẩn lớn là người Trung Á: An Gorêzmi 
(787 — khoảng 8so), An-Macbzi, An Pecgani (thê kỳ DÀ), 
hoặc là con cháu người Babilon như Xabit lpn Kora 
(826-oor) và cháu là [brahim lpn Xinan (oo8—og46) 
An Batant (khoảng 8so —oao). 


Vào thẻ kỷ X, một số nước bị chiêm đóng đã dành 
được độc lập, phưng về tôn giáo vẫn giữ đạo Hồi. Vùng 
Horaxan (tức vùng gồm Thổ nhĩ kỳ và một phẩn Iran 
bây giờ) và vùng giữa hai sông Amuađaria và Xưđaria thông 
nhất lại thành một quốc gia độc lập với thủ đô là Bukha. 
Gorêzm cũng dành được độc lập, còn vùng Tran và Babilon 
thì thông nhất thành một quôc gia dưới các vương triểu 
Buít, vào thời nây sinh nhiều trung tâm khoa học như 
Bukha và Gorêzm, ở đó có nhiều nhà bác học nội tiêng : 
lpna Xina (g8o—ro37) và An Biruni (g38—khoảng toso), 
Ở Bắc Phi và Tây Ban Nha cũng thiết lập một quốc gia 
độc lập với thủ đô là Catrô. Cairô cũng nhanh chóng trở 
thành trung tâm khoa học, có Abu kamin (khoằng 8so—g3o) 
và sau này nhà vật lý vĩ đại An Haxan lpn, An-Haixam 
cũng đền làm việc ở đây. 
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Vào thể kỳ XI, vòng Trung Á, Iran, Xiri và Babilon 
bị người Thô chiêm đóng và sau đó vào thê kỳ XII, bị 
người Mông cô chiếm đóng. Trong các vùng này, kẻ 
chiêm đóng cũng tô chức nên những trung tâm khoa học, 
Nhà bác học lớn của thê kỷ XI Oma kaaiamm (1048—1131) 
đã làm việc ở Ixphakhan (Tran) còn Naxia Ất Địn Ât- Tuxi 
(12o1 —1274) làm việc ở Mataga (Azccbaigiang). 

Vào thể kỷ XV, đội quân của Timua xâm chiêm vùng 
Trung Ấ, Tran và một sô vùng khác. Tại thù đô Xamakanga 
lại thiết lập một trung tâm khoa học mới đứng đầu là 
Ulucbèc, cháu của Tưnua. Tại đài thiên văn của trung 
tâm này có nhà toán học Giax An-kasi At-Đin (chết khoảng 
1529): 

Các hoạt động của các nhà toán học Á Rập rât phong 
phú và độc đáo. Họ đã tiếp thu được những di sản quý 
báu của Hy lạp cổ, nắm vững và tu chỉnh các luận văn 
của clit, Acsimet, Apôlôni... và trên cơ sở đó hình 
thành một nến toán học riêng của mình, 


9. Trong phạm ví hình học, người Á Rập chú trọng 
đên việc áp dụng các phương pháp tính toán và các bài 
toán dựng hình. Cuôn ¿ Về đường tròn; của An— Kasi 
là một thí dụ điền hình về nghệ thuật tính toán, trong 
đó độ dài đường tròn được tỉnh bằng giả trị trung bình 
cộng giữa chu vi của đa giác đều nội tiếp và ngoại tiếp 
với sô cạnh 2-2?%, Điều đó cho phép ông tìm thây z =3, 
141 592 653 589 793 25, chỉ sai có con sô s3 cuôi cùng 
(đáng lẽ là 2). Một sự chính xác cao như thể 1o năm 
sau A.Van Rôômen mới tìm thây. Cần nói thêm rằng các 
nhà toán học Hồi giáo cũng đã có ý kiên về tính vô tỉ 
của sô z, một sự kiện mà chỉ được Lambe và Logiănđrơ 
chứng minh vào thê kỷ XVIH. 
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Phương pháp dựng hình đã phát triển khá phong @hú, 
1brahim lpn Zian (ooB — oa46) cháu của Xabit Ipn Kora 
đã viết một cuôn sách về lý thuyêt dựng hình nhan đề. 
« Về phương pháp phân tích tông hợp và về các phương 
pháp khác trong bài toán dựng hình ;. Trong cuôn «Về 
phép dựng ba giao tuyên cônic», lpn Xian đã xét bảy 
phương pháp dựng clip, hypecbôl và parabôl bằng thước 
và compa theo các điểm. Abu Xait As Xitgizi (thê kỷ 
X-X]) trong cuôn ¿ Mồ tả các giao tuyên cônic › đã xét 
việc dựng liên tục cả ba đường cônic bằng cái gọi là 
compa hoàn thiện. Đó là một loại compa mà khi quay 
thì một chân của nó có thể ngắn lại hay dài ra. 


Việc dựng clip nhờ một vòng giây lông qua hai tiêu 
điểm của nó cũng được nói đên trong cuôn vVề đường 
tròn kéo đài» của hai anh em Banu Muxa Ấn — Haxan 
vào thê kỳ lX. 


Một sô lớn các bài toán dựng hình được trình bày 
trong cuôn «Bàn về những kiên thức hình học cẩn thiết 
đôi với người thợ thủ công» của Abu Vapha An — 
Bugiani (g4o—o8o), Ngoài những bài toán giải được bằng 
thước và compa một cách chính xác, trong sách còn 
trình bày các phép dựng gần đúng, ví dụ dựng đa giác 
7 cạnh và ọo cạnh đều; lại còn xét cả phương pháp cơ 
học để chia 2 một góc và gâp đôi hình lập phương. Đặc 
biệt còn thây những bài toán dựng nhờ compa có khẩu 
độ không đổi. Các bài toán dựng hình trên mặt cầu của 
ông tầt đáng chú ý: bến cạnh các bài toán sơ câp của 
hình học cầu, ông Còn giải quyêt các bài toán chia mặt 
cầu thành một sô đa giác cầu bằng cách chiều từ các 
hình đa diện đểu và nửa đều nội tiệp lên mặt cầu, lây 
tâm chiêu là tâm hình cầu. 


65 


Trong số các bài toán của Abu Vapha đáng chú ý 
nhất là một bài toán có phương pháp dựng rât thông 
minh sau đây: dựng một hình vuông có điện tích bằng 
ba hình vuông bằng nhau cho trước. Phép dựng được 
mô tả trên hình 8. 





Hình S 


Ông đã vạch ra sự thiêu chính xác của phương pháp 
mà thợ thủ công thường dùng để giải bài toán đó. Ngoài 
ra ông còn nêu lên một phương pháp giải khác : cạnh của 
hình vưông cần tìm là đường chéo của hình lập phương 
dựng trên hình vuông đã cho. Quan trọng nhất là nhận 
xét sau đây của ông về phương pháp đó « Cũng tương tự 
như vậy nêu ta muôn dựng một hỉnh vuông gồm từ một 
số nhiều hơn 3, hay ít hơn 4 hình vuông bằng nhau đã 
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cho». Như vậy với n > 3 hình vuồng đã cho, ta cần dựng 
đường chéo của hình iập phương n chiểu có một mặt 
bên là hình vuông đã cho. (Vào thời kỳ này, các nhà bác 
học Hồi giáo đã sử dụng đến các lũy thừa bậc cao với 
tên gọi mượn từ các thuật ngữ hình học ; bình phương 
— bình phương, bình phương — lập phương, lập 
phương — lập phương....). 

10. Trong thời kỳ này, khoa hạc thiên văn phát triên 
cao. Nhờ vậy môn lượng giác phẳng và lượng giác cầu 
cũng đạt được những thành tựu đáng kẻ. 

Trong cuỏn « Về khoa học của các vì sao» của Abu 
Apđala Batani (khoảng 8so—oa2o), lý thuyêt về các hàm 
lượng giác đã đạt được những kết quả sâu sắc. Đã tìm 
thầy các hệ thức giữa các hàm lượng giác, đã tìm được 
các phương pháp để lập các bảng lượng giác, tìm được 
một sô định lý quan trọng để giải các tam giác phẳng và 
cầu. Tuy vậy, sô các quy tắc không đủ lớn, nên việc giải 
các tam giác thường rât cổng kênh, phức tạp. 

Một trong những thành công lớn về mặt tính gần 
đúng là phương pháp giải phương trình siêu việt dạng 
(= — &sin @ ( là một số đã cho). 

Phương pháp của An-Haxip An-Mavazi là tạo thành 
một dãy gần đúng : 

Úạ= f + ksin t ; 
0,= £ + ksín Ôg; 
0;= £ + ksm Úy; 

Ông xem rằng Q; là nghiệm gần đúng của phương 
trình nói trên. 

Vào thẻ kỷ XI xuât hiện một tác phầm tra cứu về lượng 
giác cầu « Tuyển tập các quy tắc của khoa thiên văn›. 
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Không thây để tên tác giả, chỉ thầy để tặng cho một 
người là Amit An — Munku Abu Naxa Manxutra Ipn 
Môhamet. Cuôn sách được việt ờ Ixphakhan hai năm sau 
khi đài thiên vấn do tác giả lãnh đạo bị đóng cửa, Trong 
cuôn sách này, fa tìm thây định lý MênÊlai về các tuyên 
trong tam giác, các định lý về lượng giác cầu tương tự 
như định lý Miênêlal, và lời giải sáu bài toán về việc 
xác định tam giác theo ba yêu tô. Bài toán đầu tiên là 
xác định tam giác cầu khi biết ba góc, Ở đây ta gặp khái 
niệm tam giác đôi cực của tam giác ABC đã cho, đỉnh A', 
B, C7 của nó là cực của các cạnh AB, BC và AC. Đây 
là cuôn sách lớn đầu tiên nói về lượng giác cầu. 

Các tác phẩm sau này về lượng giác cầu đều việt theo 
dàn ý của cuôn đó Thí dụ «Về tứ giác toàn phẩn » của 
NÑNaxia Át — Địn At — Tuxi: 

11. Các phương pháp chuyên qua giới hạn cũng được 
tiếp tục nghiên cứu. Trong cuôn ‹Về đo đạc đường 
parabôl» lpn Kêra đã nêu ra một phương pháp cầu 
phương hình viên phân parabôl. Ta đã biết rằng diện 
tích đó bảng 2/2 hình bình hành ngoại tiệp hình viên 
phân. Kết quả ây được Acsimet tìm ra bằng phương 
pháp cơ học và phương pháp tông trên tông dưới. Nhưng 
có lẽ nhà bác học A Rập này không biết đến tác phẩm 
đó của Acsimet. lpn Kêra đã giải quyết bằng phương 
pháp khác: Ông chia đường kính của parabôl thành 
những phần tì lệ thuận với các số lẺ !, 3, 5, 7,.«‹ 
Khi đó khoảng cách từ các điểm chia đều đỉnh sẽ tỉ lệ 
với các sô chính phương 1, 4; o, 1Ó,... còn hoành độ 
các điểm tương ứng của parabôl sẽ tỉ lệ với 1, 2, 3, 4... 
Như vậy, phương pháp của ông tương đương với việc 


f#- *x— 
tỉnh tích phân xác định ƒW x đx, mà lần đầu tiên ồng 
Mộ 
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là người đã chia đoạn lây tích phân thành những phần 
không bằng nhau. Phương pháp này là một tiên bộ tất 
quan trọng so với thành tích của các nhà bác học Hy lạp, 
vì ở Acsimet ta chí mới gặp các tích phân ƒ xđx, ƒ xŠ d*x,... 
Phương pháp của Ipn Kêôra chỉ được phát triển vào thê 


a ”3/H 


kỷ XVII khi Phecma tính được tích phân ƒx  đx cũng bằng 
O 
cách chia đoạn lây tích phân thành những phần không đều. 


Cháu của Ipn Kêôra là lpn Xinan trong cuôn « Về vân 
đề đo parabôl › đã giải quyết vân để cầu phương parabôl 
một cách tuyệt điệu. Đầu tiên ông chứng minh rằng tiêu 
một đa giác là biên đổi của một đa giác nhờ một phép 
afin thì diện tích một tam giác vẽ trong đa giác thứ nhất 
và diện tích tam giác tương ứng với nó trong đa giác 
thứ hai sẽ tỉ lệ với diện tích đa giác thứ nhất và đa giác 
thứ hai. Ở đây lần đầu tiên xuât hiện phép biên đổi afin 
đưới dạng tông quát nhật, Dùng phương pháp « lây hết », 
có thể mở rộng kết quả đó cho trường hợp hình viên 
phân parabôl và tam giác nội tiệp trong nó (đây của tam 
giác là đáy hình viên phân còn đỉnh tam giác là mút 
của đường kính liên hợp với giây cung đó). Tam giác 
này sẽ tạo nên hai hình viên phân bé mà đáy là hai cạnh 
bên của tam giác. Sau đó ông chứng minh rằng diện tích 
tam giác nội tiếp trong hình viên phân đã cho và tam 
giác nội tiếp trong hình viên phân bé tỉ lệ với 1 : 8, và 
bởi vậy đó cũng chính là tỉ lệ của hình viên phần đã cho 
với hình viên phân bé. Vậy hình viân phân đã cho bằng 
4 lần hai hình viêa phân bé hay là bằng 4/3 lần diện 
tích tam giác nội tiếp nó. 


Trong cuôn «Ðo đạc các thể parabôls Ipn Kêra xét 
thê tròn xoay sinh ta bởi hình viên phân parabôl và các 
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cöng thức tính thể tích của chúng. Ipn An Khatxam cũng 
tính các thể tích như vậy và về thực chât tương đương 


` 
với việc tính tích phân ƒ x° dx. 
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12. Trong sô những vân để hình học chung, các nhà 
toán học Á rập còn chú ý đến lý thuyêt về đường song 
song. Định để V của clit nêu trong tập «Cơ bản» đã 
được xét đên từ hồi Hy lạp cổ, nhưng chưa thành một 
phong trào lớn, Hồi đó nhiều người cho rằng có thể 
chứng minh định để V dựa vào các định để và tiên để 
khắc của Cfclit và họ cô gắng tìm cách chứng minh nó. 

Công trình A rập đầu tiên về lý thuyết đường song. 
song lÀ cuôn «Sự cải tiên tập «Cơ bản? của An-Apbas 
An Giankhari (thê kỷ ÏX). Chứng rainh của ông dựa trên 
một mệnh để mà ông cho là hiển nhiên : khi cắt hai 
đường thắng bởi một đường thẳng thứ ba mà hai góc 
so le trong bằng nhau, thì khi cắt chúng bởi một đường 
thẳng khác ta cũng có các góc so le trong bằng nhau. Dựa 
vào đó, ông chứng mình rằng qua một điềm bât kỳ nằm 
trong một góc có thể dựng một đường thẳng cắt hai cạnh 
góc đó. Từ đó ông chứng minh định để V, Sự thực thì 
hai mệnh để nói trên đều tương đương với định đề V cả, 

Trong cuôn, Về việc chứng mình định để nỗi tiếng 
của Ơclit› Ipn Kôra đã dựa vào mệnh để ¿hiên nhiên ›»: 
nêu hai đường thẳng xa nhau vô tận về một phía thì chúng 
phải gần nhau xô tận về phía kia (mệnh để này lại cũng 
tương đương với định để V),. 

Trong cuôn ạ Bàn về hai đường thẳng cắt một đường 
thằng khác theo các góc bé hơn hai vuông thì phải gặp 
nhau; lpn Kêôra đã xuât phát từ sự tỐn tại của một 
đường thẳng cách đếu một đường thẳng khác để chứng 
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mình sự tổn tại của hình chữ nhật. Nhưng ở đây, tình 
hình cũng không tiên lên được, vì sự tốn tại của hai 
đường thẳng, cách đều nhau là một điểu khẳng định tương 
đương với định để V, 


lpn An — Khaixam cũng nghiên cứu lý thuyết về 
đường song song và được việt thành hai cuỗn. Trong cuỗn 
« Giải quyết điều nghỉ vân trong tập ¿Cơ bản của Ơclits, 
ông đã xuât phát từ mệnh để : từ một điểm không thể 
có hai đường thẳng cùng song song với một đường đã 
cho. Trong cuôn thứ hai «Bình luận về tập «Cơ bản; 
của clit› ông đã dùng sự chuyển động tịnh tiền để 
chứng tỏ nêu đoạn thẳng vuông góc với một đường thẳng 
và chuyển động dọc theo đường thẳng thì mút của nó sẽ 
vẽ ra đường thẳng cách đều đường thẳng đã cho. Từ đó 
ông cũng chứng ranh được sự tốn tại của hình chữ 
nhật. Muôn vậy ông đã xét một tứ giác với ba góc vuông, 
góc còn lại chỉ có thể nhọn, tù, hoặc vuông. Ïlpn An — 
Khaixam đã bác bỏ giả thuyết nhọn và tù nhờ sự tồn 
tại của hai đường thẳng cách đều mà ông tưởng là ông 
đã ‹chứng minh › được. 


Ôma Khaiam (1o48-1121) đã phê phán chứng minh đó 
bằng cách nói rằng theo Aristôt thì trong hình học không 
có khái niệm chuyển động. Ông cũng nêu lên chứng minh 
của mình dựa trên một nguyên tắc mà ông xem là đơn 
giản hơn định để V của Ơclit : hai đường thẳng hội tụ 
thì cắt nhau, và không thể nào chúng lại phân kỳ theo 
hướng hội tụ. Mỗi mệnh để ây đều tương đương với 
định để V, nhưng khác với những nhà bác học khác, ông 
phát biểu giả thiết của mình thành một định để rõ ràng. 
Trong lập luận, ông đã nêu lên một tứ giác có hai cạnh 
bên bằng nhau và cũng vuông góc với cạnh đáy, Các góc 
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kề với cạnh thứ tư phải bằng nhau và chỉ có thể xây ra 
ba trường hợp : nhọn, tù, vuông. Ông đã bác bỏ giả 
thuyết nhọn và từ cũng bằng cách dựa vào sự tồn tại của 
hình chữ nhật, 

Chúng ta không thể nồu ra đây tât cả các công trình của 
các nhà hình học A Rập theo hướng này. Nhưng các công 
trình đó đều mắc một sai lầm phỏ biên : họ đã dựa trên ` 
một mệnh để tương đương với định đề V đẻ chứng minh 
định để đó (sự tương đương biểu hiện một cách tỉnh vi 
khó thây, cô nh:ên ). Các nhà hình học A Rập còn xa mới 
đi đên ý nghĩ sáng tạo ra hình học phi Cclit. Tuy thê họ 
đã có được những phát mình quan trọng : tìm ra được sự 
liên hệ hai chiều giữa định để V và một sô sự kiện như 
tổng sô góc trong tam giác, trong tứ giác. Ngoài ra ở đây 
họ còn sử dụng phương pháp chứng minh bằng phản chứng 
rầt linh hoạt, 

13. Toán học của các nước Hồi giáo ảnh hưởng rât lớn 
đên sự phát triển của toán học phương Đông và đặc biệt 
là phương tây. 

Vào thê kỳ XIII ờ Bắc Kinh xuât hiện những công trình 
nghiên cứu về lượng giác cầu. Những công trình này liên 
quan mật thiết tới các công trình của ÑNaxia At Đ¡n Ất Tuxi. 
Người ta biết rằng năm t267 một cộng tác viên của đài 
thiên văn Maraga là Giama At-Đin đã tới Bắc Kinh và xây 
đựng ở đây một sô dụng cụ thiên văn. Ngược lại một số 
nhà bác học Trung Quốc cũng đên Mlaraga làm việc. Vào 
thê kỳ XI nhà bác học nỗi tiêng Trung Á là An-Binuni đã 
làm việc và sông nhiều năm ở Ân Độ. Trong cuôn «Ân Độn 
sng có việt rằng ông đã giới thiệu với các nhà bác học 
Ấn Độ tác phầm ¿Cơ bản» của Cfclit, một sô tác phẩm của 
tôlêmê và của ông bằng cách dịch ra tiêng Xancrit, là 
tiếng dừng trong khoa học ở Ân Độ hồi bây giờ, 


70 


Đôi với phương Tây, trong khoảng 1oo năm, bắt đầu 
từ thê kỳ XI, sự truyền bá và học tập các kiên thức phương 
Đông đã có một ý nghĩa quyết định. Các nhà bác học nhiều 
nước ở châu Âu đã tới các nước Hồi giáo để làm quen 
với toán học. Vào thẻ kỷ XTIÏI một phong trào dịch các tác 
phầm của các nhà bác học A Rập sang tiêng la tỉnh đã 
phát triền rộng rãi, và thực tê đã tạo nên một nền toán 
học A Rập bằng tiêng la tính, 

Việc dịch thuật ây vẫn còn chiểm một vị trí quan trọng 
ngay cả sau này khi rà châu Âu đã tìm được phương 
hướng riêng cho mình trong toán học, 

Việc nghiên cứu khoa học Hồi giáo đã cho phép các nhà 
bác học châu Âu tiên hành xây dựng toán học trên một cơ 
sở vững chắc và không lặp lại lần nữa con đường của 
những người trước đã đi qua. 


ä 


Chương V 


HÌNH HỌC Ở CHÂU ÂU THỜI TRUNG CỒ 
VÀ THỜI PHỤC HƯNG 


1. Từ thể kỷ III trở đi, chế độ chiêm hữu nô lệ 
La Mã bước vào một cuộc khủng hoảng trầm trọng về 
kinh tế, xã hội, chính trị, và đên thê kỷ V nó hoàn toàn 
tan rã. Đề chế La Mã bị tiêu diệt bởi những cuộc nỗi 
đậy của nô lệ từ bên trong; và các cuộc đột nhập của các 
crmman tộc» từ bên ngoài. Trong cuộc chiền tranh liên 
miên và tàn khóc của thời kỳ hậu Đệ chê La Mã, nhân 
loại đã chứng kiện giai đoạn mở đầu cửa một trang sử 
mới: thời đại của chế độ phong kiên ở châu Âu (từ thê 
kỷ V đền thê kỷ XVII) còn có tên gọi là thời trung cổ, 


Giai đoạn thứ nhât từ thể kỷ V đên thẻ kỷ X là một 
quả trình lâu dài để hình thành và cằng cô các quan hệ 
phong kiên. Các thành thị lớn trước kia trở nên điêu tàn 
và các lãnh chúa phong kiên xuất hiện. Bọn chúng chiêm 
cứ đât đai, thiệt lập chính quyển riêng và xây dựng 
quân đội riêng. Xuât hiện những quôc gia phong kiên 
không lớn, thường xuyên xâm chiêm lẫn nhau. Xinh tê 
chủ yêu là nông nghiệp, tự túc và hầu như không có sự 
trao đổi. Đây là thời kỳ chê đệ phong kiền phân quyển. 
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Giai đoạn thứ hai từ thê kỷ XI đến thê kỷ XV là 
thời kỳ phốn vinh và vững mạnh của chê độ phong kiên. 
Thỏ công nghiệp đã tách khỏi nông nghiệp và trở thành 
một ngành kinh tê quan trọng. Nhiều nghề thử công phát 
triển cao như nghề đệt, nghề luyện kứm, nghề nâu thủy 
tinh. Đô thị mọc lên ngày càng nhiều và ngày càng củng 
cô, mở rộng; ngày càng huy hoàng tráng lệ. Việc buôn bán 
trao đổi hàng hóa cũng phát triển cao, đường giao thông 
(kÈ cả đường biển) được sử dụng rộng rãi để chuyên 
chở hàng hóa. Đây là chê độ phong kiên tập quyền. 

Giai đoạn thứ ba từ thể kỷ XV đến thê kỷ XVIII là 
giai đoạn tan rã của chế độ phong kiến. Từ trong lòng 
của nó đã xuât hiện những mầm :nông của chê độ xã hội 
tiên bộ xã hội tư bản chủ nghĩa. Mở đầu của thời kỳ 
này, khoảng thể kỷ XV đền XVI gọi là thời kỳ Phục 
Hưng (phục hồi trình độ cao của nên văn mính cô 
Hy Lạp). 

2. Nền toán học châu Âu vào thời kỳ đầu của chê độ 
phong kiên đạt trình độ rất thâp. Không có những phát 
minh lớn, không có những công trình quan trọng. Những 
người làm toán phần nhiều là các thầy tu, cha cô và họ 
cũng chỉ giới hạn trong một sô ít kiền thức của số học 
đùng vào việc tính toán. Điểu đó cũng không có gì khó 
hiệu. Nền kinh tê bây giờ là nên kinh tế nông nghiệp 
lạc hậu, không thẻ tạo ra được những điều kiện cho việc 
phát triển toán học. Những yêu cầu về toán học không 
vượt ra ngoài phạm vi các phép tính vẻ sô nguyên, 
phân sô và đo đạc của hình đơn giản. 

Một trong những nhà toán học có tên tuổi hồi bây giờ 
là 5êvêrin Bơthiu (48o-s24), tác giả của một sô tác phẩm 
toán học được lưu hành ở châu Âu hơn một ngàn năm. 
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Các tác phầm ây có thê phản ánh tình hình toán học hồi 
bây giờ. Nội dung của chúng khả nghèo nàn và sở di 
chúng được lưu hành có lẽ vì tác giả đã bị nhục hình 
và ‹tử vì đạo» năm 524 (Thiên chúa giáo). 

Một nhà toán học lớn khác là thầy tu người Pháp tên 
là Gecbect (o4o—roo2). Ông này trở thành giáo hoàng 
năm ooo và lây tên là Xinvestrơ đệ nhị. Ông là nhà bác 
học châu Âu đầu tiên đã sang Tây Ban Nha đề nghiên cứu 
toán học của người Á rập. Ông có viết một số tác phẩm 
về toán, nhưng nội dung không có gì đặc sắc. 

Bước sang thời kỳ phôn vinh của chê độ phong kiên, 
nền toán học châu Âu mới bắt đầu có những biển 
chuyên mạnh mẽ. Lúc này người châu Âu đã tìm ra 
một phương pháp để làm giàu thêm những kiên thức 
của mình: học tập di sản văn hóa cô Hy Lạp và 
phương Đông, thông qua việc dịch các tác phẩm cỗ 
điện từ tiêng A Rập sang tiêng latinh. Công việc địch 
thuật đó ở thê kỷ X còn ít ỏi và rời rạc nhưng từ thê 
kỷ XI đên thê kỷ XIII đã nhanh chóng trở nên một 
phong trào rẩm rộ, có hệ thông. Bằng con đường đó, 
người Âu châu đã được đọc tập ‹Cơ bản» của Ơclit, 
các tác phẩm của Acsimet vĩ đại và Apôlôni nỏi tiêng... 
Họ bắt đầu học tập, tông kêt những thành tựu đạt được 
của thời cô, bắt đầu đặt ra những bài toán và giải 
quyêt chúng. Nền toán học Âu châu bước vào con 
đường phát triển, tuy ban đầu còn rât chậm chạp nhưng 
về sau nhanh dần để đạt tới những phát minh lớn lao 
đóng vai trò cách mạng trong toán học. 


Một yêu tô thúc đầy sự phát triển toán học lúc này 
là sự ra đời của các trường đại học. Cuôi thê kỷ XI 
trường đại học Pari (Pháp) được xây dựng và trở nên 
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kiều mẫu cho việc xây đựng các trường đại học khác 
sau này. Sinh viên mới vào trường phải học qua khoa 
phổ thông gồm 7 ngành : 2 ngành văn chương (trivium) 
là văn phạm; phương pháp lập luận; và phương pháp 
hùng biện, 4 ngành khoa học (Quadrivium) là âm nhạc, 
sô học; hình học và thiên văn. Sau đó các trường đại 
học xuât hiện khắp nơi: Ôxpho năm 1167, Cambrigiơ 
năm 12o9, Praha năm 1248, Crakôp năm 1264, Viên 
năm 1265,.. Những trường này đều lệ thuộc vào nhà 
thờ, do các cha giám rnục làm giám đóc. 


3. Nhà toán học châu Âu đầu tiên đã vượt ra ngoài 
phạm vi hiểu biết toán học cổ và có công hiển quan 
trọng là Lêônacđô Padanô (¡18o—124o). Ông còn có tên 
là Phibônaxi (tức là con của Bônaxi). Lêônacđô sinh ở 
Pida là một trung tâm thương mại của Ý hồi bây giờ. 
Ông học toán ở Angiê—nơi cha ông sông làm nghề 
buôn bán — với các thầy giáo người A Rập. Ông đã đi 
thăm nhiều nơi như Xiri, Vidantium, ÄXixin và nhờ đó 
đã mở rộng rât nhiều vôn kiên thức toán học của mình, 
Công trình chính của ông là cuôn (Sách abac» (Liber 
abaci) việt năm 12o2 và viết lại nắm 1228 mà nội dung 
chủ yêu là đại sô và sô học (ở đây ta gặp dãy số sau 
này mang tên ông: dãy Phibônaxi). Cuồn sách nỗi tiêng 
này của ông là một trong những phương tiện quan 
trọng để truyền bá những kiên thức toán học ở châu 
Âu. Trong tập thứ 1s của cuôn sách có một loạt các 
bài toán hình học về ứng dụng định lý Pythago, trong 
đó phần lớn là giải các phương trình bậc hai. 


Năm 122o Lêônacđô viết cuôn «Ứng dụng của hình 
học ». Mặc dầu có tên gọi như thể, nội dung của cuôn 
sách lại không phải là các vần để ứng dụng, mà gồm 
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nhiều định lý khác nhau của hình học phẳng và không 
gian, và vẫn để đo đạc trên các hình. Ngoài những kết 
quả đã biết từ thời cổ, ở đây còn có những kết quả 
mới do ông tìm ra, hoặc là những chứng minh mới rất 
đặc sắc. Chẳng hạn ông đã đưa ra chứng mính ba 
đường trung tuyền trong tam giác cắt nhau tại một 
điềm bằng cách chứng mính rằng giao điểm của hai 
đường trung tuyên thì chia mỗi đường thành 2a đoạn 
thẳng tỉ lệ với 1 : 2. Ở' đây ta còn thây trình bày định 
lý của ông về bình phương đường chéo của hình hộp 
chữ nhật (Ơclit chưa có định lý này). 

Đẻ tính giá trị của z ông đã dùng tứ giác đều 
g6 cạnh nội và ngoại tiêp đường tròn và tìm thây 
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tức là wx = 3,1418... 

Một nhà toán học cùng thời với Lêônacđô lÁ Gioocđan 
NÑêmôrari (thê kỷ XII), cũng có những tác phẩm được 
lưu hành rộng rãi tuy rằng nội dung không phong phú 
bằng các tác phẩm của Lêônacđô. Về hình học, Gioocđan 
viêt tác phầm «Về các tam giác», trong đó trình bày các 
định lý về sự phân biệt các loại tam giác vuông, tủ, nhọn 
theo độ đài của các cạnh và đường trung tuyên, các định 
lý về phân chia các hình. Chẳng hạn, phương pháp chỉa 
một tam giác thành ba phản bằng nhau (thực chất là 
dựng trọng tâm của nó). Ảnh hưởng của Hy Lạp và 
Á Rập trong tác phẩm này biểu hiện một cách khá rõ nét. 


Thôma Braávacđin (khoảng r2go¬—~134g) giáo chủ, dạy 
ở trường đại học Oxpho viết tác phẩm ‹Hình học lý 
thuyết › được các nhà toán học thể kỷ XÍV——-XV đánh giá 
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cao. Trong chương đấu cùa tác phẩm đó, ông xét các 
hình đa giác sao thu được bằng cách kéo đài các cạnh 
của một đa giác đều (bắt đầu từ s cạnh trở lên). Từ 
các đa giác sao loại 1, lại có thể tạo thành các đa giác sao 
loại 2 (bắt đầu từ ; cạnh trở lên)... Ông đã chứng minh 
các định lý về tông các góc trong các đa giác sao như vậy. 

Chương hai của tác phẩm đành cho việc nghiên cứu 
tính đẳng chu của đa giác, đường tròn, hình cầu, dựa 
trên các kêt quả đã biết từ thời cô. 

Chương ba nghiên cứu lý thuyết tỉ lệ, nói về tính vô 
tÌ củaw/2 xem là tỉ sô của đường chéo một hình vuông với 
cạnh của nó, nhắc đên cuôn «Ðo đường tròn › Của Acsirmet 
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về sự tồn tại của s loại khôi đa điện và xét đến vân để 
lâp đầy không gian bởi các loại khôổi đa diện đều. 


4. Những thành tựu toán học của châu Âu vào thời kỳ 
Phục hưng chủ yêu xuât biện ở các nước có nên kinh tê 
phát triên cao như Ý, Pháp, Đức, và sau đó cả Hà lan là 
nước tư bản đầu tiên ở châu Âu. Phần lớn những thành 
tựu đó thuộc về môn đại sô. Đã có những chuyển biên 
nhanh chóng từ đại sô bằng lời sang đại sô bằng cách 
việt tắt và sau đó đã hoàn thành việc xây dựng đại sô 
trên các ký hiệu. Điều đó đã làm cho lý thuyết các 
phương trình phát triển nhanh chóng. Đã tìm ra cách giải 
các phương trình bậc z, bậc 4 bằng căn thức. Đã xuất 
hiện sô ảo, v.v... Về mặt hình học những thành tựu đáng 
kê là: lượng giác phẳng và cấu khá phát triển : xuất hiện 
những khái niệm đầu tiên về phép chiêu xuyên tâm đã 
có những bước tiên xa hơn trong việc nghiên cứu lý 
thuyết đường song song. 
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Dưới đây chủng ta sẽ xét chỉ tiết hơn các vân để đó. 

5. Lượng giác xuật hiện Èờ châu Âu từ thê kỷ XI 
với những công trình địch thuật các tác phẩm thiên văn 
của các nhà bác học Hồi giáo. 

Nhà toán học người Đức G¡ôhan Mluyle (1426——1476) 
là người đầu tiên ở châu Âu nghiên cứu lượng giác một 
cách có hệ thông và làm cho nó trở thành một môn độc lập 
tách khỏi thiên văn học, Ông còn có tên là Rêgiômôntan 
(tên gọi latinh của thành phô Kêntxbec, nơi ông đã sinh 
ra). Lúc 12 tuổi, ông học ở trường đại học Laixich và 
sau đó vào học trường đại học Viên, đên năm 14s8 ông 
đạy ở đó. Vào những năm cuỗi đời, Rêgiômôntan làm việc 
trong triểu đình của hoàng đề Hungari và phụ trách đài 
thiên văn Nubecgơ. Ông mật ở Rôm, trong lúc đang 
nghiền cứu vân để cải cách lịch. 

Ông đã hoàn thành tác phầm lượng giác «Năm cuôn 
sách về các tam giác đủ mọi loại» tại Ý vào những năm 
1462—1464. 

Đó là một tác phầm phong phú về nội dung, nhiều 
kêt quả là của tác giả, và các chứng minh đều chặt chế, 
Đặc biệt ông đã chứng mính mệnh để sau đây: ‹ Trong 
mọi tam giác câu ABC, với a= BC, b—=ÁC, c=AB, ta 
có công thức 
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ở đây sin vers  = I1 — cos#, Bởi vậy công thức trên chính 
là 1 — co0s À b 
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cos (Ö -— €) —. cosa sinÖ. sinc 
hay 
COSđ = COSỐ. cosc --sinỗ sinc cos 4 
Đó là công thức côsin trong tam giác cẩu. 
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Rêghiồrmôntan đã thành lập một bảng sỉn và tang với 
bảy sô lẻ thập phân, 


Nhà thiên văn học vĩ đại Ba-lan N¡icôlai Côpecnic 
(14732— 1543) đã có ảnh hưởng to lớn đến sự phát 
triền của lượng giác. Ông là người để xướng ra thuyệt 
‹nhật tâm» nói rằng quả đât quay chung quanh mặt 
trời, khác với thuyết (địa tâm» của Ptôlêmê nói rằng 
quả đất là trung tâm vũ trụ, mọi hành tỉnh khác và 
mặt trời đều quay quanh quả đât. Thuyêt «nhật tâm » 
được ông trình bày trong tác phâm ‹ Về sự quay của 
mặt cầu vũ trụ» xuât bản gần như cùng một lúc với 
cái chết của tác giả. Chương XIII của cuỗn sách trình 
bày ngắn gọn lượng giác phẳng, còn chương XXVI thì 
đành cho lượng giác cầu. Côpecnic đã thành lập một 
bảng lượng giác khá chính xác, in trong cuôn «Bảng 
khoa học về tam giác ». 


-6. Phép chiêu xuyên tâm (của một hình không gian 
lên một mặt phẳng), đã được nghiên cứu từ thời cổ để 
áp dụng vào việc vẽ phong cảnh cho sân khấu. Cfclit 
và Ptôlêmê cũng đã nghiên cứu phép chiều xuyên tâm 
dưới nhiều hình thức khác nhau. 


Nhà bác học Ba-lan ở thê kỷ XHI là Vitêlô (khoảng 
1225 — 1z8o) đã việt tác phẩm «Quang học» trong đó 
trình bày những kết quả cơ bản về phép chiêu xuyên 
tâm của Ơclit, Ptôlêmê và Ipn An Kkhaixam, Cuôn sách 
của Vitêlô đã có ảnh hưởng rất lớn đến sự phát triển 
của hình học. 


Phép chiêu xuyên tâm được sử dụng trong hội họa 
để biêu điễn các hình không gian lên mặt phẳng. 
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Kiên trúc sư người Ý Lêông Battista Anbecti (14o4— 
1472) trong tác phẩm «Về hội họa» đã nghiên cứu 
phương pháp dựng hình biểu diễn của các đường thẳng 
song song cách đều. Phương pháp đó thẻ hiện trên hình 
ọ, trong đó đường thẳng XY biểu diễn đường chân trời 
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Họa sĩ Đicrê Đây Fransexlki (141 — 1492), trong tác 
phâm ‹ Phép chiêu trong hội họa», cũng đã mô tả việc 
dựng hình biểu diễn của một đôi tượng theo các hình 
chiêu bằng và chiều đứng của nó, 

Họa sĩ vĩ đại người Ý Lêôna đơ Vanhxi (1452—1I519Q) 
đã nghiên cứu phép chiêu xuyên tâm và ứng dụng của 
nó vào hội họa một cách rộng rãi. 

Z7. Các nhà toán học châu Âu đấu tiên nghiên Cứu 
lý thuyết về đường song song là Lêvi Ben Gecsông 
(r288 — 1244) và Anphôngxô (thê kỳ XV). Cả hai cũng 
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định chứng minh định để V của Ơfclit trên cơ sở chứng 
minh sự tồn tại của hình chữ nhật, giỗng như các nhà 
bác học Hồi giáo. 

Vào thê kỷ XVI xuât hiện cnaứng mình của Klavi 
Cristôpho (1537 —1612). Ông dạy toán nhiều năm ở 
Rêm và tham gia vào việc sửa đổi lịch thời giáo hoàng 
Grigôri 12. Chứng mình của ông dựa vào định lý nói 
rằng quỹ tích của những điểm cách đểu một đường 
thẳng là đường thẳng. Ông chứng minh điểu đó dựa 
vào định nghĩa của Ơfclit là đường thẳng «¿như nhau 
đổi với mọi điểm của nó». Từ đó suy ra quỹ tích nói 
trên chỉ có thể là đường thẳng hoặc đường tròn, Ông 
bác bỏ giả thiết đường tròn vì những điểm cách đểu 
một đường tròn phải là đường tròn, Như vậy lập luận 
của ông gần giông lập luận của Ipn An-Khaixam. 


6 LSHH g1 


Chương VÌ 
HÌNH HỌC Ở THẾ KỶ XVII 


[. Thẻ kỷ XVII với sự thẳng lợi của cuộc cách mạng tư 
sản Anh là thời kỳ mờ đầu cho sự ra đời và phát triển 
raạnh mế của một hình thái xã hội mới tiền bộ hơn :xã 
hội tứ bản chủ nghĩa. 

Đẳng thời với caộc cách mạng về chê độ xã hội, trong 
khoa học, kỹ thuật cũng đã nây sinh ra những cuộc cách 
mạng lớn lao. Một loạt các phát minh quan trọng đã làm 
thay đổi hẳn bộ mặt khoa học kỹ thuật của thê giới. 

Do việc sử dụng máy móc ( nhật là máy hơi nước) một 
cách rộng rãi trong sần xuất và trong đời sông, cơ học lý 
thuyềt ngày càng được chú trọng nghiên cứu. Cũng vì lý 
do đó, trong toán học hgười ta bắt đầu chú ý đến chuyên 
động và các đại lượng biên thiên. Việc nghiền cứu các đại 
lượng biên thiên là một nét đặc trưng cơ bản của toán 
học từ thê kỹ XVII trở đi. 

Trước đó, toán học có thể xem là hợp thành của các 
môn sô học, đại số, bình học, lượng giác và chủ yêu là 
nghiên cứu các đại lượng không đỗi (mặc dầu trong đại 
sô đã xuảt hiện các tham sô). Khái niệm thô sơ về hàm 
liên tục ởờ thê kỷ trước và việc chuyển qua giới hạn ( bằng 
phương pháp «lây hệt») ở thời cổ không được áp dụng 
và không phát triển. 
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Ờ thê kỳ XVII, toán học bắt đầu nghiên cứu các đại 
lượng biên thiên và thu được những thành tựu quan trọng, 
điểu đó đã thúc đây toán học phát triển một cách nhanh 
chóng và mạnh mẽ hơn. 

¿Đại lượng biển thiên của Đêcac là một cuộc cách 
mạng trong toán học, Nhờ nó sự vận động và do đó phép 
biện chứng đã được đưa vào toán học, và cống nhờ nó 
tnà phép tính vi phân, tích phân đã thực sự trở thành 
không thê thiêu được». (E. Ănghen. Biện chứng pháp 
của tự nhiên). 

Toán học đã vượt qua một thời kỳ, thường gọi là thời 
kỳ toán học sơ cấp để bước vào thời kỳ mới : toán học 
cao câp, hiện đại. Nội dung của toán học được mở rộng 
rât nhiều, và xuât hiện một sô ngành học mới: hình học 
giải tích, hình học xạ ảnh, xác xuât, phép, tính các đại 
lượng vô cùng bé, phép tính tích phân, vi phân và những 
ứng dụng vào hình học vi phân, Chỉ trong thể kỷ XVIH, 
khôi lượng các khái niệm mới và phương pháp mới trong 
toán học đã vượt qua cả những kiên thức của 15 thê kỳ 
trước đó. 

2, Có thể nói việc phát minh ra hình học giải tích là một 
khâu quan trọng trong việc chuyển đôi tượng toán học 
từ đại lượng không đổi sang đại tượng biền thiên. Hai 
nhà toán học lớn người Pháp là RơnÊ Đêcac và Đie Phecma 
đồng thời cùng nêu ra những cơ sở cho môn học này. 

RơnÊê Đềcac (1596 — r6so) sinh ra trong một gia đình 
quý tộc tại thành phỏ La E, và được giáo đục tôt ở trường 
trung học nhà chung tạt thành phô La Phơlcsơ. Năm ¡ốz2 
ông đến Pari và ở đó ông đi sâu vào toán học và triết 
học. Năm 1ổ17 do áp lực của gia đình, Đêcac phục vụ 
trong quân đội của tướng Môrix Oranxki và do đó có điều 
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kiện đi qua Đức, Hung, Tiệp, ÝỶ. Năm 1628 ông trở về 
Pháp và tham gia vào đội quân hoàng gia vây hãm pháo 
đài La Rôsơii. - 

Sau đó, cuộc sông của Rơnê Đêcac có chuyển biên. Ông 
rút về ở Ân, tìm một sự cô độc và yên tĩnh để có thê 
hoàn thành một kê hoạch làm việc mà ông đã đặt ra cho 
mình. Phương châm của ông là : Ở ăn tôt, thì làm việc 
tôt», vì thể ông bạn chê gắt gao sự giao thiệp với các 
nhà toán học, kể cả bạn thân, Ông chỉ giữ vững liên lạc 
_ với họ bằng thư từ với nội dung thuần túy khoa học, 
Mặc dầu vậy do những quan điềm của ông đã gây nên 
những quan hệ căng thẳng với nhà thờ, nên ông buộc 
phải chuyên sang Hà lan năm 1óag, và sông ở đó một 
mình trong vòng 2o năm. Ở' đây ông đã cho in các công 
trình chủ yêu của mình. 

Tại Hà lan, các quan điệm của ông lại làm cho giáo 
hội nôi giận, và để « & Ân tôt» ông lại chuyển sang Stôckhôm 
(Thụy Điển) năm 1óáo. Khí hậu ở đây không thích hợp 
với Ông nên năm I1Ốso ông qua đời vì bị cảm lạnh, 

Cũng như nhiều rihà tư tưởng lớn của thể kỳ XVIU 
Rơnê Đêcac muôn tìm một phương pháp chung của sự 
suy nghĩ để có thể chứng tỏ một cách nhanh chóng các 
chân lỷ trong khoa học. Bây giờ vì cơ học, là khoa học 
duy nhật về tự nhiên, đã được xây dựng một cách có 
hệ thông, và vì toán học cho ta một chìa khóa để hiểu 
biết cơ học, nên toán học đã trở nên một phương tiện 
quan trọng để nắm được vỡ trụ. Bởi vậy, mục đích của 
Đêcac là tìm một phương pháp suy điễn toán học tổng 
quát cho việc nghiên cứu mợi vẫn để của khoa học tự nhiên. 

Ông đã viết tác phẩm « Luận về phương pháp ›» đề trình 
bày quan điểm của mình và sau đó cho công bô tác phầm 
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« Hình học › với tính chât là sự ứng dụng phương 
pháp của mình. Chính từ tác phầm này, môn hình học 
giải tích sự kết hợp giữa hình học và đại sô — đã ra đời, 
đánh dâu một bước ngoặt quan trọng trong sự phát triển 
của hình học và toán học. 


8. Ta hãy điểm qua nội dung cơ bản của tác phẩm 
« Hình học». 

Đecac khẳng định rằng Mọi điểm của mệt đường 
cong đã cho đếu nằm trong một quan hệ nào đó với 
tât cả các điểm của một đường thẳng, quan hệ này được 
biểu thị bằng một phương trình nào đó, giông nhau đôi 
với tât cả các điểm của đường cong đã cho›». Đề minh 
họa cho quan điểm này, Đecac đã đưa ra phương pháp 
tọa độ vuông góc, và kèm theo đó là khải niệm về hàm 
sô xem như là một biểu thức giải tích giữa các đoạn 
"thẳng ‹tkhông xác định » x và y (tức là tọa độ của một 
điểm). 

Ta nhớ rằng Apôlôni cũng đã dùng tọa độ. Nhưng 
hệ trục tọa độ của ông luôn luôn gắn chặt với đường 
cong. Chẳng hạn, đôi với mộ: điềm còủa parabôl thì 
tụng độ là khoảng cách từ điềm đó đên trục parabôl. 
Đecac lần đầu tiên đã đưa ra hệ trục tọa độ độc lập 
đôi với đường cong. Khi đó ta được một phương phắp 
tông quát để biểu thị các điểu kiện của một đường 
cong (tức là điều kiện để cho một điểm thuộc đường 
cong ) bằng phương trình liên hệ giữa hai :ọa độ của 
raột điểm. 

Ta hãy xét thí dụ thứ nhật sau đây của Đecac. Một 
tan giác vuông KLN kích thước không đôi, có cạnh 
góc vuông KL chuyên động dọc theo đường thẳng AB. 
G l một điểm cô định không nằm trên ÁP. Tìm quỹ 
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tích giao điềm của đường thẳng GL và cạnh huyền NK 
kéo dài. Giả sử GA LAPB và GÀ ~-œ, KL=ô, NL-c, 
Đecac đã chọn ÄB là trục x gộc ở A (hình ro), và ký 
hiệu các đoạn chưa biết CB -ÿy, BA =x. Kbi đó từ 
hai tam giác đồng dạng CBK và NLK và hai tam giác 
đồng dạng CBL và GAUL ông suy ra: 


c 
VỤ hi on SG *xy +- ãÿ — qc 


Đecac nói rằng đó là đường hypecbôi, nhưng êng 
không chứng mình. 
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Hình ro 


Trong thí dụ này, Đêcac đã dùng một hệ trục tọa độ 
vuông góc. Nói chung, ông thường chỉ ra một trục với 
điểm gôc, còn trục kia thì chỉ hướng (thường là không 
vuông góc với trục thứ nhât), Các tọa độ âm không xét 
đền (mãi đên thê kỳ XVIHII người ta mới sử dụng tọa - 
độ âm), 
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Để chứng tỏ thêm sức mạnh của phương pháp mới 
do mình nêu ra, Đecac đã xét đến một bài toán khó là 
bài toán : „ Cho 2n (hoặc an — r) đường thẳng cô định, 
tìm quỹ tích những điểm sao cho tỉ số của tích độ dài 
các đoạn thẳng vẽ từ điểm đó tới n đường thẳng đã 
cho dưới một góc cho trước và tích độ dài các đoạn 
thẳng tương tự vẽ tới n (hoặc  — 1) đường thẳng còn 
lại là một sô không đổi », 


Bằng cách chọn một đường thẳng đã cho lầm trục x 
còn ftục y thì tạo với trực x một góc bằng góc đã cho, 
trong trường hợp bên đường thẳng, Đêcac tìm thây 
phương trình của quỹ tích có dạng như sau : 
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bến V-TC#+kxx+e+Tx+e 


Dựa vào kết quả của Apôlôni trong « Giao tuyển cônic 9, 
Đêcac chứng tò rằng phương trình đó là phương trình 
của giao tuyên cônic, và trong trường hợp đặc biệt (khi 
biểu thức trong căn bằng không) đó là phương trình của 
đường thẳng. Ông đã biện luận theo dâu của các hệ sô 
để có hybecbôl, parabôl, clip, đường tròn và trong từng 
trường hợp như vậy ông chỉ rõ vị trí của giao tuyên 
cônic đó. 


Đôi với trường hợp của 5s đường thẳng Đecac đã xét 
bài toán đưới dạng đặc-biệt : 4 đường thẳng song song 
cách đều còn đường thứ s thì vuông góc với chúng. Ông 
nhận được một phương trinh bậc 3 (và đây là lần đầu 
tiên trong lịch sử của hình học giải tích ta gặp một phương 
trình của đường cong bậc 3) : 


y3 — 2ay?— q*y + 2qẦ = øxy, 
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Trong tác phẩm « Hình học › Đêcac còn nêu lên những 
định lý về cách đựng pháp tuyển và tiếp tuyên của các 
đường cong đại sô và áp dụng cho các đường côinic. 

Ngoài ra ông còn mở rộng phương pháp của mình cho 
trường hợp đường cong trong không gian 3 chiều, bằng 
cách xét hình chiêu của nó trên hai mặt phẳng vuông 
góc với nhau. Ờ đây ta gặp một trong các mệnh để sai 
của Đêcac (sô này không nhiều) : qua phép chiều như 
vậy pháp tuyên lại biên thành pháp tuyên. 

4. Như đã nói, ngoài Rơnệ Đêcac, Pịe Paecma cũng 
được xem như người sáng lập ra môn hình học giải tích. 
Là một người ở miễn nam nước Pháp, Phecma (I6o1 — 
1665) sông chủ yêu ở thành phô Tuluđơ, làm cô vân 
luật pháp cho chính quyển địa phương. Ông biết rât nhiều 
ngôn ngữ cô và hiện đại: tiếng latinh, tiêng Hy Lạp cổ, 
tiếng Tây Ban Nha, tiềng Ÿ,.. 

Ông nghiên cứu các tác phẩm nguyên văn của Ơclit, 
Acsimet, Apôlôn!, Pap, Điôphăng,... vào những thời gian 
rỗi. Tuy vậy, tài năng toán học của Phecma phát triên rẫt 
rực rỡ. Ông đã có nhiều phát minh quan trọng về lý 
thuyết số, hình học, về phép tính các đại lượng vô 
cùng bé, vv... Phecma việt ít và viết rât ngắn gọn. Hơn 
thê, ông lại thường không công bô các phát minh của 
mình. Ông chỉ thông báo với bạn bè bằng thư từ boặc 
thông qua các cuộc tiếp xúc, luận đảm. Các công trình 
xuất sắc của ông chỉ được công bô vào năm tố7g sau 
khi ông mật. 

Các quan điểm của Phecma về hình học giải tích được 
trình bày trong tác phẩm không lớn : Mở đầu và nghiên 
cứu các quỹ tích phẳng và không gian» viết năm 1626 
(theo đanh từ cô Hy Lạp, quỹ tích phẳng là đường thẳng, 
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đường tròn, quỹ tích không gian là các đường cônic ». Năm 
x67o, tắc phẩm này mới đượcin. Phecma phát biểu nguyên 
tắc của hình học giải tích như sau: ‹ Mỗi lần khi trong 
phương trình cuôi cùng ta có hai đại lượng chưa biết, 
thì sẽ có quỹ tích, và điểm cuôi cùng của một trong 
chúng vạch ra một đường thẳng hoặc đường cong. Đề 
thiết lập phương trình ta thường xét hai đại lượng 
chưa biết tạo với nhau một góc đã cho (thường là góc 
vuông) và xét vị trí điểm cuôi của một trong hai đại 
lượng chưa biệt đó ». ớ đây đại lượng chưa biết được 
hiểu là các đoạn thẳng, đoạn thứ nhầt thường ký hiệu 
ÑZ hoặc A, đoạn thứ hai ký hiệu Zl hoặc B (hình rr). 


ma... 
@ 4 + 


lình r1 

Phương trình đường thẳng NI đi qua gôc tọa độ NÑ 
được Phecma viết dưới dạng : «D trên A bằng B trên E » 
tức là dx — by. 

Sau đó ông đã nêu ra phương trình đường tròn có tâm 
tại gốc tọa độ, phương trình của hypecbôl có tiệm cận là 
các trục tọa độ, của clip mà hai bo n6 kính liên hiệp là 
các trục tọa độ... 

Phecma cũng đã nghiền cứu đăng tông quát của 
phương trỉnh bậc nhât và bậc hai bằng cách biên đổi 
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tọa độ đẻ đưa chúng về đạng chính tắc đã xét ở trên, 
Phecma đã xét trường hợp này bằng một thí dụ sau : 
ð®— 2x? — 2Xy -L y‡, là một trường hợp khỏ vì ở đây 
chứa số hạng tích xy. Ông đã đứng phép biển đổi tọa 
độ X = Vax Ÿ = x + y đ đưa về phương trinh 
(2Ù — X)) = 2aY?, và đở là phương trình của elip. 
Đê kết luận, Phecma việt « Như vậy là chúng tôi đã trình 
bày một cách ngắn gọn và rõ ràng tật cả những điểu 
về quỹ tích phẳng và không gian mà thời cổ còn chưa 
biết rõ s, 


S. Sau Đêcac và Phecma, phương pháp của hình hợc 
giải tích được nhiều nhà toán học nghiền cứu và phát 
triển, làm cho nó dân dân trở thành một ngành của 
toán học. 


Nhà toán học cùng thòi với Đecac là Ph, Đêbôn 
(tốor — 1652) đã hoàn thiện một số kết quả của Đêcac. 
Ông đã chứng minh rằng mọi phương trình bậc nhật 
đều biểu thị cho đường thẳng và đã phân tích một cách. 
chi tiệt phương trình của hypecbôl: xy + ởx + cy — 
d — O, Ông đã phân biệt 17 dạng của phương trình 
nói trên, Ph, Van Sôten (rốrs — r66o) đã ứng dụng 
một phép tính tiên và một phép quay đôi với công thức 
biên đỗi các hệ trục tọa độ, Học trò của ông là Gian 
Đê Vit (1625 — 1672) đã nghiên cỨứn các giao tuyên 
cônic mà không nhờ đền phương tiện của không gian. 


Giôn Valis (1616 — 1703) cũng định nghĩa cônic một 
cách trực tiếp chứ không bằng giao tuyên của một tnặt 
nón và mặt phẳng. 


Vào nữa sau của thê kỳ XVII còn xuât hiện một sô 
tác phẩm về giao tuyền cônic, trong đó đáng chủ ý là 
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cuôn «Những điểu mới về giao tuyến cônic» của 
Phí Líp Đơ La Ha (1640 - 1716). 

Trong tác phầm đó lần đầu tiên La Hia đã đưa ra tọa 
độ của một điểm trong không gian gốm ba đại lượng x, 
, 2, Và nói chung một phương trình của ba biến số 
đó sẽ biểu thị cho một mặt trong không gian. Năm 17oo, 
A.Paren (1666 —z716) việt được phương trình của mặt 
cầu và tiệp diện của nó. Sau này phương pháp tọa độ 
phát triển mạnh mế nhờ công trình của A.C, Kiêrô 
(1713 — 1765). 

Mặc dầu có những thành tựu kể trên, các kết quả thu 
được bằng cách áp dụng phương pháp hình học giải 
tích nhìn chụng còn ít ỏi và tản mạn, Phương pháp tọa 
độ và phương trình đóng vai trò quan trọng trong phép 
tính các vô cùng bé hơn là trong hình học. Mãi đên đầu 
thể kỳ XVIII năm r7oa nhà vật lý và toán học vĩ đại 
Niutơn (1642 — 1727) trong tác phẩm «Liệt kê các 
đường cong bậc ba› mới phát triền sử dựng phương 
pháp hình học giải tích một cách có hệ thông. Từ đó 
hình học giải tích trở thành một phương pháp thuận lợi 
đề nghiên cứu hình học. Nhờ phương pháp này, mọi 
bài toán hình học đều có thể chuyển thành một bài toán 
của đại sô và việc giải bài toán đại sô này thường dễ 
thực hiện hơn là giải trực tiếp bằng phương phấp 
hình học. 


6. Chúng ta đã biết rằng ngay từ thời cổ các, nhà 
toán học đã nghiên cứu phép chiêu xuyên tâm, và đó 
là c sở của môn hình học xạ ảnh. Ở thể kỳ XVII 
phương pháp xạ Ảnh đạt được một sô thành tựu quan 
trọng, đặc biệt là việc Gi. Keple (1571-162o) lần đầu 
tiên đưa ta khái niệm điểm vô tận. 
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Kêple là một nhà thiên văn vi đại, đã phát minh 
ra những quy luật chuyển động của các hành tính, 
sau này gọi là quy luật Kêplc. Đó là: 


1. Các hành tỉnh chuyền động theo đường clip, mà 
mặt trời là một tiêu điểm. 


a, TÌ số giữa thời gian mà hành tinh chuyền động 
theo một củng clip và thời gian chuyền động theo 
toàn bộ clip bằng tỉ số giữa diện tích vạch bởi bán 
kính vectơ vẽ từ tiêu điểm của cung đó và diện tích 
toàn bộ clip. 

3. Đình phương các chu kỳ quay của các hành tinh 
tỉ lệ với tam thừa của các khoảng cách (rung bình 
từ chúng tới mặt trỜi. 

Đội với lịch sử hình học, cuôn «¿Phẩn quang học - 
của thiên văn» của Kêple (xuât bản năm Iốo4) đóng 
vai trò quan trọng. Ông đã chỉ ra rằng giao tuyên của 
mặt nón với mặt phẳng có thê là đường thẳng, đường 
tròn, parabôl, hypecbôl, clip. Ông nói rằng «đường 
thẳng biên thành đường parabôl khi chuyên qua đường 
hypecbôl, và biên thành đường tròn khi chuyên qua 
elip », rằng «trong hypecbôil thì đường từ nhất là đường 
thẳng và đường nhọn nhât là parabôl, còn trong các 
clip thì đường nhẹn nhất là parabôl và tù nhât là 
đường tròn ». | 

Kêple đã chỉ rõ rằng nói chung các giao tuyển cônic 
đều có,hai tiêu điểm như là clip. Đồi với đường tròn, 
hai tiêu điểm đó trùng nhau tại tâm. Đôi với parabôl 
thì một tiêu điểm. đi xa ra vô tận trên trục, còn đôi 
với hypecbôi thì tiêu điểm xa vô tận đó lại trở về gần 
theo saphía bên kia*. 
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Hình 42 


Hình 43 | 
B 


Có lẽ, một trong những người anh em nghiện rượu vui 
tính, những người thường qua các chiếc cầu này để về nhà 
vào đêm hôm khuya khoắt, đã là tác giả của bài toán này. 
Nhiều người đã thử giải bài toán này nhưng không một 
người nào đạt kết quả. Euler cũng đã nghe bài toán này, và 
trong chốc lát, từ một chuyện vui đùa của các bạn rượu 
Konigsberg đã trở thành một Chúng ta thấy những sự kiện 
bên lề của bài toán để có thể tìm được dễ dàng hơn câu trả 


93 


bởi một mặt phẳng ›, xuât bản năm 162g. Ờ đây ta 
thây Đêdac đã sử dụng rộng rãi các khái niệm; phép 
biên đổi xạ ảnh, điểm vô tận, đường thẳng vô tận, tỉ 
số kép của bôn điểm thẳng hàng. 

Thêm vào mặt phẳng các điểm vô tận, ông đã xem 
parabôÍ và hypecbôl đều là những đường kín, cắt đường 
thẳng vô tận tại một điểm (kép) hoặc hai điểm phân 
biệt. Ông đã xét các phép biên đổi trên đường thẳng, 
giữ nguyên tỉ sô kép, và đặc biệt xét cả các phép đôi 
hợp trên đường thẳng. 

Hai định lý sau đây bây giờ mang tên là định lý 
Đêdac 1 và 2+ 

Định lý Đácuc r1: Nêu hai tam giác ABC và A'B'C: 
có các đường thẳng nôi các đỉnh tương ứng đồng quy, 
thì giao điểm các cạnh tương ứng thẳng hàng. 

Định lý Đêdac 2: Các đường bậc hai đi qua bôn điểm 
cho trước và các cặp đường thẳng có thể vẽ qua bồn 
điểm đó chắn ra trên một đường thẳng bât kỳ các cặp 
điểm tạo thành một liên hệ đôi hợp. 

Đêđac cũng đã chứng minh một loạt các định lý về 
điềm cực của một đường thẳng và đường cực của một 
điểm đổi với một cônic, và ứng dung các định lý đó để 
giải một loạt các bài toán dựng hình. 

Các nhà toán học đương thời đã có những thải độ 
khác nhau đôi với hình học xạ ảnh của Đêdac. 

Đêdac thì hầu như không quan tâm đên, điều đó không 
có gì lạ vì ông đang « ở ân;. Phecma đánh giá cao nhưng 
không nghiện cứu. Một sô khác thì kinh sợ vì muôn 
đọc tác phẩm của Đêdac cẩn phải nắm vững ngôn ngữ 
toán học mới của ông (Đêdac thường tạo ra nhiều từ 
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mới lây trong thực vật học). Nói chung; những tư tưởng 
mới của Đêđac chỉ được một sở ít các nhà toán học 
hoan nghênh; trong sô đó có Paxcan (1623 — 1662) lúc 
bẩy giờ tuy mới 17 tuổi nhưng đã công hiển cho hình 
học xạ ảnh một định lý mà Đêdac gọi là ‹cđịnh lý 
vĩ đạt», 

8. Paxcan là một nhà toán học và vật lý toàn diện (về 
vật lý ông đã phát minh ra định luật Paxcan trong thùy 
lực học). Về toán học ngoài hình học, ông còn nhiều 
công trình xuât sắc trong lĩnh vực sô học và xác xuất 


4 Định lý vi đại? của Paxcan được ¡n ra khoảng năm 
chục bản để gửi đi cho các nhà toán học, Định lý đó 
nói rằng ạ Giao điểm các cạnh đổi điện của một hình lục 
giác nộ: tiêp trong giao tuyên cônic nằm trên một đường 
thẳng » Một trường hợp riêng của định lý này là định 
lý Đáp khi đường cônic suy biển thành hai đường thẳng. 


Paxcan khẳng định rằng nhờ định lý đó và bai định 
lý của ông có liên quan, ông có thể xây dựng một lý 
thuyết đẩy đủ về giao tuyên cônic, bao gồm các tính chất 
về đường kính và tiếp tuyên, dựng giao tuyên theo một 
số điểm của chúng; VvV... 

Người ta biết rằng sau khi Paxcan chêt, vẫn còn lại 
một bản thảo về lý thuyết xạ ảnh của các đường cônic. 
Năm 166 Lêpmtx đã nhìn thầy bản thảo đó và trong 
tột bức thư, ông đã trình bày ngăn gọn nội dung phong 
phú của nó. 

Lêpnitx còn nói rằng bản thảo đã hoàn thành và có thể 
đem in, Tuy nhiên, công trình đó của Paxcan không 
được in ra và cho đến bây giờ mọi cô gắng tìm kiêm 
đều không có kết quả. 


95 


Trong lúc các nhà toản học đang tập trung chăm chủ 
vào toán học giải tích và ứng dụng của nó là hình học 
giải tích, phương pháp hình học xạ ảnh của Đedac và 
Paxcan hầu như không được tiếp tục phát triển, Tác 
phẩm của Đêdac hoàn toàn bị biên mất và chỉ tới năm 
184s- M.Salơ mới tìm thây lại một bản chép tay do 
Đơ La Hia sao lại năm 167g. Còn bản ¡n của tác phầm 
đó thì ioo năm sau nữa mới tìm thấy. 

Trong một thời gian khá đài, hình học xạ ảnh không 
tiền bộ được gì thêm. Phải chờ đến đầu thê kỷ thứ 
XIX, sau khi đã có những thành công trong lĩnh vực 
hình học họa hình, thì hình học xạ ảnh mới thực sự 
bước vào thời kỳ phát triền tực rỡ. 

9. Cùng với hình học giải tích, sự xuât hiện các phép 
tính tícn phân và vi phân đã làm cho bệ mặt toán học 
của thê ky ÄXVII hoàn toàn thay đối. Toán học từ việc 
nghiên cứu các đại lượng rời rạc đã trở thành toán 
học của các đại lượng biên thiên. 

ỜỞ đây ta sẽ chỉ trình bày các phương pháp tích phân 
và vi phân trong phạm vi hình học. 

Đầu tiên phép tính tích phân thực chât là các bài toán 
về việc tính độ dài, diện tích, thê tích, tìm trọng tâm. 
Như chúng ta đã biết, ngay từ thời có, Ơđôcx đã giải 
quyết một sô bài toán bằng phương pháp «lây hết» 
Acsimet đã áp dụng một cách tài tình phương pháp đó, 
và đi đên khái niệm ‹tông trên» và «tống dưới», 

Các nhà toán học ở thể kỷ XVII đã quay lrở lại, tìm 
về Acsimet và họ phải bắt đầu từ chỗ mà Âcsimet đã 
đừng lại. 
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Kêple là nhà bác học đầu tiên đã thực hiện các phương 
pháp tính toán trực tiếp với các đại lượng vô cùng bé. 
Căn cứ vào phương pháp của Acsimet, Kêple cho rằng 
một hình thức bât kỳ được biểu diễn dưới dạng tổng 
của một sô vô hạn các phần vô củng nhỏ (chẳng hạn 
hình tròn gồm một sô vô hạn các quạt tròn rât hẹp mà 
chúng có thể xem như là những tam giác cần có chiều 
cao bằng bán kính hình tròn, còn đáy là nhữúg đoạn 
vô cùng bé nhưng có tông bằng độ dài đường tròn). 
Như ta đã thây, Kêpile đã phát minh ra ba quy luật 
chuyên động của các hành tỉnh, trong đó quy luật thứ 
hai được phát biểu theo ngôn ngữ của Kêple là. tỉ số 
thời gian mà hành tỉnh chuyên động theo một cung trên 
qũy đạo và thời gian để chuyên động theo cả qñy đạo 
bằng tỉ số giữa «tông bán kính vectơ» vẽ từ một tiêu 
điểm tới các điểm của cung đó và «tông bán kính vectơ » 
vạch ra toàn bộ elip qũy đạo. Tông «bán kính vectơ » 
ở đây chính là diện tích hình quạt. Thực tế, ông đã 
tính diện tích hình quạt bằng cách lây tông các tam 
giác bé đên mức có thê xem như là một bán kính vectơ. 


Trong tác phầm « Thiên văn mới» (xuất bản năm 
tốog), khi so sánh tông sin của các góc lây cách nhau 
1° từ o cho đên œ, ông đã tìm thây công thức, rnà việt 
theo ký hiệu bây giờ là 


Œ 
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Sau này, chỉnh ông đã chứng minh được kết quả đó 
bằng phương pháp chính xác của Acsimet. 


Vào vụ nho năm 1612, Kêpie đã chú ý đến những 
quy tắc mà nông đân thường dùng để tính toán lượng 
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tượu nho đựng trong những thùng với hình đạng khác 
nhau, ông đã để tâm nghiên cứu vần để đó và đã tìm 
ra những phương pháp để tính thẻ tích của các vật tròn 
xoay. Năm 1615 ông đã cho xuât bản cuôn ¿đo thể 
tích các thùng rượu nho theo cách mới», Kêplc đã 
tiên một bước khá xa so với những hiểu biết của thời 
cô ông đã tính được thể tích của 8; hình mới. 


Sau các công trình của Kêple, nhiều nhà toán học đã 
chú ý nghiên cứu việc hoàn thiện một phương pháp 
tính toán chính quy trên các đại lượng vô cùng bé, 
trong sô đó đáng kế nhât là Kavalêr: (rso8 — 1647). 


Quán điểm của Kavalêri được trình bày một cách có 
hệ thông trong tác phâm «Hình học trình bày bằng 
những phương pháp mới nhờ các đại lượng không phân 
chia được» công bô năm 16s. Nêu ta xét một hình 
phẳng nào đó, thì mỗi đường thẳng chuyên động song 
song với một đường thẳng cho trước (gọi là chuẩn) sẽ 
cắt hình đó theo một đoạn thẳng. Như vậy hình phẳng 
đã cho xem như tạo thành bởi vô sô đoạn thẳng như 
vậy. Các đoạn thẳng này gọi là phần không chia được 
của hình phẳng. Tương tự, một khỏi trong không gian 
có thể xem như sinh bởi tập hợp vô sô các hình phẳng 
nằm trên những mặt phẳng song song, các hình phẳng 
này cũng gọi là phản không chia được của khỏi đã cho, 
Kavalêri tìm thây kết quả sau đây : Nêu hai hình phẳng 
được sắp xêp sao cho khi ta cắt chúng bằng một đường 
thẳng song song với đường chuân thì ta được hai phân 
tử không chia được có tỷ lệ là một hằng sô k thì diện 
tích hai hình đó tỷ lệ với k. Đôi với thể tích các khôi 
cũng có kêt quả tương tự. 
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Ngoài ra Kavalêri còn xét cả tông lũy thừa của các 
phần tử không chia được. Chẳng hạn, ông đã chứng 
minh rằng, tông bình phương các đoạn thẳng không chia 
được của hình bình hành bằng ba lần tổng bình phương 
các đoạn thảng không chia được của hai tam giác tạo 
nên bởi việc chia hình bình hành bằng một đường chéo. 
Kết quả này ¬" đương với công thức 


a9 
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Định lý đó sp được mở XS cho lũy thừa bắt kỳ, tức 
là tương đương với việc tính tích phân ⁄ x"`đx. 


Mặc đấu phương pháp của Kavalêri còn một sô thiêu 
sót (như khái niệm «không chia được › không được định 
nghĩa một cách rõ ràng, thiêu những ký hiệu đại sô, và nó 
không áp dụng được cho việc đo độ dài các đường cong; 
vì trong trường hợp này cá? ‹ không chia được» là điểm), 
nhiều nhà toán học đã nhiệt tình ủng hộ Kavalêri và phát 
triển phương pháp của ông. 

Tôrixenli (t6o8-1647) đã tính thẻ tích của một hình tạo 
bởi một hypecbôl quay chung quanh một tiệm cận. Ở' đây 
ông đã chọn cái «không chia được» là những mặt 
cong (chứ không phải là hình phẳng như Kavalêri). Ngoài 
-_ ra ông còn tính điện tích giới hạn bởi các đường parabôl 
và hypecbôl với bậc tủy ý, tức là những đường cong có 
phương trình yn = kx—" và đã tìm ra điểu kiện tồn 


co 
tại giá trị của tích phân định hạn / yởx trong trường 
tì 


hợp của đường hypecbôil, 


10. Bây giờ ta xét đền phương pháp vi phân có liên 
quan tới bài toán tìm tiếp tuyên của một đường cong 
và xác định cực trị của hàm số. 
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Trong phạm vi này các nhà toán học thời cỗ đã làm 
được rất ít so với phép tỉnh tích phân. 

Đêcac trong tác phẩm «Hình học» đã nều lên phương 
pháp tìm pháp tuyên của đường cong tại một điểm (và 
do đó tìm được tiếp tuyên) Nhưng phương pháp của 
ông là phương pháp đại sô chứ không phải là phương 
pháp v¡ phân, 

Vào khoảng năm rốao, trong khi Đêcac tìm ra phương 
pháp đại số đó, Phecma đã sáng tạo mệt phương pháp 
khác, có thê áp dụng đề tìm cực trị của một hàm và 
pháp tuyên của đường cong, Phương pháp này được 
trình bày trong tác phẩm không lớn ‹ Phương pháp tìm 
cực đại và cực tiêu» và đã trở nên một bộ phận quan 
trọng của giải tích các đại lượng vô cùng bé. 

Lập luận của Phecma như sau : Giả sử hàm số ƒ (*x) 
đạt được cực đại tại x = d, tức là ƒ (a + h) < Í (4). 
Khi đó ƒ (œ + h) — ƒ (a) < O do đó: 

n(a)h + ƒa (g) h? + ƒas(a; h.. <O và 
—Ít(a) h + fạ(a) hÊ — ƒa (a) hề +... < O© 
Khi ñ đủ nhỏ và í¡ (a) ¿+ O dâu của các về bên trái 
trùng với dâu của số hạng thứ nhât bởi vậy muôn có 
cả hai bât đăng thức trên ta phải có ífq-/aJ = ©O, và ƒa (đ) 
<O. Cũng lập luận tương tự, nêu ƒ¡ (a) = Ô và ƒz (4) 
> Ô, ta có cực tiểu tại x = ú. 

Như vậy, điều kiện có cực trị ƒa (&) = O trùng với 
điều kiện mà ta viết dưới dạng như hiện nay : 


tim =>. 


h¬O 


Ƒ'(a;=© 
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Về việc tìm tiệp tuyên, Phecma đã việt : « Việc xác định 
tiếp tuyên tại một điểm của một đường cong nào đó sẽ 
dẫn đền phương pháp đã trình bày trên». Ông không nêu 
ra một quy tắc chung, mà chỉ đưa ra thí dụ về tìm tiếp 

Ể % 
tuyên TM tại điểm M của parabôl sào C 


bằng cách tìm đoạn TX (hình 12). 





Hình r2 


Do hai tam giác TXM và TX"M' đồng dạng và bầt đẳng 
thức XM <XN, ta có : 
`...“  ....... 
OX: X:M9 X'N8 TX® 
Ký hiệu OX = +x, OX' ~ x — ñ, TX = £, TX = ( —, 
ta sẽ được: 
— > ` - nr hay Êñ -Ì- xh° > 2 txh. 


Khi h khá nhỏ, bãt đẳng thức trở thành đẳng thức và 
ta có ( —= 2x 
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Như vậy phương pháp của Phecma thực chất là phương 
pháp vi phân. 

Trên đây ta đã trình bày một cách sơ lược các vẫn để 
hình học liên quan tới phép tính tích phân và vi phân. 
đó cũng chính là thời kỳ phôi thai của ngành giải tích vô 
cùng bé. 
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Chương VIÏ 


HÌNH HỌC Ở THẾ KỶ XVIII 


L. Cũng như ở thê kỷ trước, giải tích toán học chiêm 
địa vị ưu thể trong sự phát triển toán học của thê 
kỷ XVHI. Trong thời gian này, cơ học là môn học đi 
đầu trong các khoa học về thiên nhiên, được phát triển 
mạnh mẽ với những công hiên quan trọng của Niutơn, 
Laplax (174Q—182;), Ớlc... Cơ học đã có một ảnh 
hưởng mạnh mẽ tới toán học nhất là giải tích, và vào 
khoảng giữa thê kỳ XVIHII phép tính vi phân và tích 
phân của Lêpnitx đã được nghiện cứu ttong cơ học 
của Nittơn, 

Giải tích toán học được phân chia thành nhiều ngành 
độc lập, do yêu cầu của cơ học cũng như yêu cầu của 
chính bản thân toán học. 

Những thành công của giải tích toán học đã ảnh 
hưởng nhiều đên sự phát triển của hình học : hình học 
giải tích được tiệp tục nghiền cứu mạnh mẽ. Môn hình 
học vi phân ra đời nhằm nghiên cứu các đường cong và 
mặt cong không gian bằng phương pháp vi phân. 

Trong thể kỷ này, do yêu cầu của ngành xây dựng và 
ngành kiên trúc môn hình học họa hình !a đời, phát 
triên mạnh và tạo điều kiện cho sự xuât hiện của hình 
học xạ ảnh ở đầu thê kỷ XI%X. 
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Một hướng khác trong hình học là việc nghiên cứu 
lý thuyết đường song song, chuẩn bị cho một phát minh 
Quan trọng cũng vào đầu thê kỷ XIX : hình học phi clit. 

2. G.F. Lôpitan (1661 —1704) là tác giả của rnột 
trong những cuôn sách giáo khoa đầu tiên về hình học 
giải tích, cuôn «Về các giao tuyên cônic và về những ứng 
dụng của chúng để giải phương trình trong những bài 
toán xác định hoặc không xác định» (17o7). Ông đã đưa 
phương trình của giao tuyên cônic về các dạng : 





c2 x2 { px? 
ã â 2 cc 
— Xx =—= mai ]- kàN2 .——_— —“—"-“- ¬_¬ 
c2x2 — px... Í 
y3 =" - - + CỔ mm... — - ĐỸ, 
t2 2. s2 


trong đó, ¿ là nửa trục lớn và c là nửa trục nhỏ. Các 
tính chât của cônic được chứng minh bằng phương pháp 
hình học thuần túy hoặc bằng phương pháp đại số, suy 
ra từ những phương trình đó. 

Lôpitan đã xét một loạt các bài toán thú vị, và đã 
chứng minh rằng quỹ tích của các điểm mà tỉ sô khoảng 
cách tới hai điểm cô định bằng hằng số là một đường 
tròn, còn quỹ tích các điểm mà tỉ sô khoảng cách tới. 
một điềm và một đường thẳng cô định bằng hằng số là 
một đường côn‡€, 

Giacôp Hecman (1678— 17233) là người có những 
đóng góp lớn vào sự phát triển của hình học giải tích, 
Ông đã khảo sát đường cong bậc bai một cách đẩy đủ 
hơn so với những người đi trước ông. Xuất phát từ 
phương trình 

⁄y°*® + aB xy + yx2 + 23Šy + 2atx + @ = ©, 
ông chứng tỏ rằng đướng cong có phương trình đó là 
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clip, hypecbôl, patapôl phụ tauộc vào đại lượng °— œ ý 
bé hơn (, bằng 0, hoặc lớn hơn 0. Ông cũng đã biết 
rằng phương trình nói trên có thẻ biểu thị cho một cặp 
đường thẳng. 

Hecman cũng đã áp dụng phương pháp tọa độ cực vào 
việc nghiên cứu các đường cong, và đưa ra công thức 
liên hệ giữa tca độ cực. 


3. Như đã nói, năm 1704 Niutơn cho công bồ cuôn 
„Liệt kê các đường cong bậc ba›, một tác phẩm có 
nhiêu đóng góp quan trọng vào việc nghiên cứu các 
đường cong bậc cao, và vào việc phát triển các phương 
pháp của hình học giải tích. Ixắc Niutơn (1643 — 1722); 
nhà toán học và vật lý học vĩ đại người Anh, sinh ra 
trong một gia đình điển chủ. Ông tôt nghiệp trường đại 
học Cambritgiơ năm 166s và ở lại làm việc tại khoa 
toán do lxắc Barô (162o-167?) lãnh đạo. Năm. ¡66g 
Ixăc Barô để nghị nhường quyển lãnh đạo khoa cho 
Niutơn, vì ông nhận thây rằng chàng thanh niên 26 tuôi 
ây đã vượt xa mình, Niutơn ở lạt Cambritgiơ cho đến 
năm 16g06, khi đó ông được triểu đình Anh quôc mời 
ra nhận chức thanh tra. Tên tuổi của Niutơn được mọi 
người biết đên từ khi ông cho ra đời cuôn ¿Cơ sở toán 
học của triết học tự nhiên › (t68;). Đó là một cuôn sách 
lớn trình bày cách xây dựng tiên để của cơ học và định 
luật hâp dẫn (định luật làm cho quả táo rơi xuông đât 
và mặt trăng quay chung quanh quả đất). Từ định luật 
lực hâp dẫn tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách, 
Niutơn đã rút ra quy luật chuyên động của các hành 
tỉnh mà Kêple đã tìm thây bằng thực nghiệm. Ông cũng 
đã giải thích hiện tượng thủy triểu và nhiều hiện tượng 
khác về sự chuyên động của các thiên thẻ, 
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Trong cuôỗn ‹ Liệt kê các đường cong bậc ba», Niutơn 
đã phân các đường cong bậc z thành 7a loại xuất phát 
từ mệnh để nói rằng mọi đường cong bậc 2z đều có thể 
thu được bằng cách chiêu xuyên tâm một đường ‹ Parabôl 
phân kỳ»; y? = ax3 -+ bx? + cx + đ lên một mặt phẳng. 
Các kết quả đều trình bày ngắn gọn và không có chứng 
minh, kế cả định lý quan trọng như : số giao điểm của 
hai đường cong đại sô bằng tích các bậc của chúng. 

Ñiutơn còn để ra một phương pháp động học để tạo 
thành một đường cong bậc hai rnà ông gọi là ‹sự mô tả 
có hạn». Nêu ta quay hai góc đã cho chung quanh đỉnh 
của chúng, sao cho giao điểm hai cạnh nào đó của chúng 
chuyền động dọc theo một đường thẳng thì giao điềm 
của hai cạnh kia sẽ vạch thành một giao tuyên cônic (đặc 
biệt có thế là đường thắng). Từ đó ông nêu lên những 
phương pháp dựng đường cong bậc hai khi biết năm 
điều kiện, hai trong số các điểu kiện đó là: hoặc đường 
cong bậc hai đi qua một điểm đã cho hoặc tiệp xúc 
với một đường thẳng đã cho, 

Năm 1717, Xtiêclinh (164a—1770) viết cuôn « Các 
đường cong bậc 4 của NÑiutơn›, trong đó ông chứng 
minh hầu hết các định lý của Niutơn. Ở' đây XtiêcLinh, 
đồng thời một lúc với Hecman, đã nêu lên mệnh để về 
sô các hệ sö trong phương trình của một đường cong 
đại số bậc n, và từ đó suy ra rằng đường cong bậc n 


ít (t +- 3) 
2 


được xác định bởi điểm. 


Xtiêclinh còn xác định sö nhánh vô tận có thể có của 
đường cong, xác định tiệm cận và cả đường tiệm cận 
cong. Ông còn thêm vào 72 loại của Niutơn 4 loại mới, 
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Nhìn chung XXuếclnh đã có những đóng góp quan 
trọng để làm sáng tỏ công trình của NÑiutơn. Tuy vậy 
ông vẫn chưa chứng mình được một trong những định 
lý quan trọng nhât nói răng tât cả các đường cong bậc 
ba đều có thể thu được bằng cách chiêu xuyên tâm 
đường parabôl phân kỳ. Điều đó sau này Klerô chứng 
tainh được. 


Phương pháp «mô tả có hạn » của Ñiutơn được Côlin 
Maclôranh (16o8— 1746) áp dụng để xảy dựng những 
đường cong bậc 4. Ví dụ cho một góc quay quanh đỉnh 
còn góc thứ hai chuyên động sao cho một cạnh đi qua 
một điểm cô định. Khi đó nêu giao điểm hai cạnh nào 
đó vạch ra một đường thẳng thì giao điểm hai cạnh 
kia sẽ vạch thành một đường cong bậc z. Trong cuôn 
« Về các tính chât chưng của các đường hình học › (1748), 
ông đã nêu lên những định lý mới về giao điểm các 
đường cong bậc 2 với đường thẳng, và các tiếp tuyên 
của đường cong tại các tiếp điểm, Chẳng hạn định lý 
Sau đây: Nêu từ một điểm P ta vẽ hai cát tuyên cắt 
một đường cong tại A, B, €... (trên một cát tuyên) và 
A, B, C (trên cát tuyên kia). Gọi A,, Đụ. C, là giao 
tuyên của cát tuyên PA với các tiếp tuyên của đường 
cong tại A°, Bí, C”,.,. khi đó : 


1 1 ‡ 
PB PC PÂt PBì ĐCt 
Một định lý khác : Nều vẽ qua một điểm P một cát tuyển 


bât kỳ. cắt đường cong tại A, B, C,... thì qũy tích những 
điềm M của cát tuyên đó sao cho 


1 
—— ¬k- 
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là một đường thẳng (bây giờ ta gọi nó là đường đôi cực 
của điềm P đôi với đường cong đã cho), 

A4. A.,C, Kierô (1713 — 1768) có những đóng góp quan 
trọng vào sự phát triển của hình học, đặc biệt là hình học 
giải tích. Là con của một giáo viên toán ở Pari, Kiêrô đã 
thê hiện tài năng toán học của mình rât sớm, Năn 12 tuổi, 
ông đã làm cho các viện sĩ Viện Hàn lâm Pari phải ngạc 
nhiên vì một công trình của ông về một sô đườág cong 
bậc 4. Sau khi ông trả lời tât cả các câu hỏi của các viện 
sĩ, họ mới thật tin rằng ông là tác giả của công trình đó, 
Năm 1729 ông trình bày trước Viện Hàn lâm Pari công 
trình « Nghiên cứu các đường cong có hai độ cong ›, công 
trinh này đóng vai trò quan trọng trong sự phát triển của 
hình học giải tích và hình học vi phân. Hai năm sau, 
chàng thanh niên 18 tuôi được bầu làm viện sĩ Viện Hàn 
Lâm Pari, một điều chưa từng có trong lịch sử. Năm 
1754 ông được bầu làm viện sĩ nước ngoài của Viện Hàn 
lâm Đêtecbua và năm 1752 được giải thưởng của Viện về 
công trinh nghiên cứu qốy đạo của mặt trăng, và mười 
năm sau được giải thưởng (cũng của Viện Hàn lâm 
Pêtecbua) về công trình nghiên cứu sao chổi. 


^ 


Klerô việt tác phẩm ‹ Về các đường cong, có được bằng 
cách cắt một mặt cong nào đó bởi một mặt phẳng có vị 
trí xác định » (1723) khi ông mới 18 tuôi. Trong tác phầm 
này, ông đã chứng minh rằng tât cả các đường cong bậc 
3 đều có thể xem là hình chiêu xuyên tâm của 3 loại 
parabôl phần kỳ. Định lý này do Ñiutơn nêu ra trong 
cuôn «Liệt kê các đường cong bậc 2», và như đã nói, 
Xtiêclinh không chứng mình được. klerô đã xét một hình 
nón bậc 3 : 

xJ2 = ax3 + bx?z + cx2? + đ3 


108 


mà giao tuyển của nó với các mặt phẳng x = const là 
những parabôl phân kỳ, còn giao tuyên của nó với mọi 
mặt khác thì cho ta tât cả các dạng khác của đường cong 
bậc 3. 


Cũng trong tác phẩm đó Kilerô đã khảo sát một lớp 
rât quan trọng của các phép biên đổi mặt phẳng, mà bây 
giờ ta gọi là phép afin. Hai đường cong tương ứng với 
nhau qua phép aftn được ông gọi là hai đường «cùng một 
đạng » Như vậy Klerô là người đầu tiên đã tiên hành 
phân loại aÍfin các đường cong. 


5. Nhân vật trung tâm của nền toán học thê giới thể kỷ 
X~VIII là nhà toán học vĩ đạt Lêôna ƠÍle (17o7 - 1783). 
Trong lịch sử khoa học toán-lý, thê kỷ XVIII có thê gọi là 
«thê kỷ Ơfle». Trong sự phát triển của hình học giải tích, 
Ơle cũng đã để lại những công hiện không thể phai mờ. 


Lêôna ƠIle sinh tại thành phô Baden (Thụy sĩ). Cha là 
Đôn Ơile, học toán với Giacôp Becnui (1654 - 17O5) còn 
chính ông thi học với Giô¬an Bccnui (1667-1748). Năm 
1725 chàng thanh niên Ơle cùng đi sang Pêtecbua với 
NÑicôlai Becnui (tốos-1726) (con của Giôhan Benui) và làm 
việc tại Viện Hàn lâm Pêtecbua cho đến năm 1241. Từ 
1741 đên 1766 ông làm việc tại Viện Hàn lâm Beclin đưới sự 
bảo trợ đặc biệt của vua Phriđric đại đề và từ ¡766 đên 1782 
ông lại trở về Pêtecbua và lúc bây giờ được sự che chở 
của nữ hoàng Êkatêrina. Ông hai lần lầy vợ và có 14 con 
tât cả. 

Hoạt động khoa học của Ơle kéo dài liên tục trong gần 
6o năm. Thiên tài toán học của ông để lại những dâu vét 
trong tất cả mọi ngành toán học và cơ học của thê kỷ 
XVIII. Mặc dầu năm 1735 ông bị mù một mắt, và năm 
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1756 mù nỗt mắt còn lại, các nghiên cứư khoa học của ông 
không hề giảm sút. Với một trí nhớ kỳ diệu và khả năng 
sáng tạo phi thường, le đọc cho các thư ký việt các 
phát minh của mình. Ông đã để lại cho nền toán học thể 
giới khoảng 8so công trình, trong đó s53o công trình được 
in ra khi ông còn sông, Sau khi mât, những bản thảo mà 
ông đề lại được Viện Hàn lâm Pêtecbua lần lượt công bô 
trong khoảng 4? năm mới hết. 

Trong tập 2a của cuôn ¿ Mở đầu về giải tích vô cùng bé» 
(1748) Ơle đã trình bày một cách đấy đủ và có hệ thông 
môn hình học giải tích. Khác với Niutơn, trong cuôn này 
Ơfe cô gắng giải quyết tât cả các vân để của hình học 
bằng phương pháp đại sô và giải tích. 

Trong hai chương đầu của cuôn sách Ơlc đã định nghĩa 
hệ tọa độ vuông góc và xiên góc, định nghĩa đường cong 
và đường cong liên tục, và đưa ra công thức biên đổi tọa 
độ. Trong trường hợp biên đôi tọa độ vuông góc, công thức 
của le là X = ữSi1Q + f cosg — ƒ ; 


ÿ = tCOSđ — í( sINQ — Ế, 

trong đó q là góc quay của các trục tọa đệ. 
Chương V và VI nói về những, tính chât chung của giao 
tuyên cônic, tức là những tính chầt có thể suy ra từ 
phương trình bậc hai tông quát, mà ông việt đưới dạng : 
: Vi ốp nộ 


đ-:/1NG 0 DNG 3. 


= O 





Dựa vào các tính chầt cửa tông và tích các nghiệm của 
phương trình bậc 2, tử phương trỉnh nói trên Ơie đã suy 
ra những tính chât chưng của đường kính, giây cung, tiệp 
tuyên. Sau đó ông xác định phương trình của đường kính 
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chia đôi cắc giây cung song song với trục tung, tong 
trường hợp hệ tọa độ vuông góc cũng như xiên góc. Giao 
điểm của hai đường kính sẽ là tâm của giao tuyển cônic, 
không phụ thuộc vào góc giữa các trục tọa độ. Ớ le cũng 
đã thiết lập các phương trình đưa về các đường kính 
liên hợp 
y? = + Bx +  x? và yÊ =+x— ñ x? 

Xuầt phát từ phương trình sau, Bằng những tính toán, 
ông đã xác định được cặp đường kính liên hợp khác nêu 
biêt góc hợp bời trực hoành và một trong các đường kính 
đó. Ông tính được góc hợp bời hai đường kính liên hợp 
đó và độ dài của chúng. 

Các chương sau nêu lên các định nghĩa và tính chất 
của tiêu điểm, nữa trục lớn, nữa trục bé, khoảng cách từ 
tiêu điểm đên đỉnh... 

Ơle còn xét phương clip mà có đỉnh tại gồc tọa độ. 

c (ad — c) xã 

đ2 
Từ đó ông chuyển sang parabôl bằng cách đặt 2d = c. 
Những tính chât của parabôl được tìm ra bằng cách xem 
nó là đường clip đặc biệt (một đỉnh bị kéo ra vô tận). 
Sau đó ông xét phương trình hypccbôl. 

y =  -++ t X” 
và chứng tỏ rằng các trục liên hợp của nó trong 
trường hợp này là ảo. Ông giả thiết trực ảo bằng 
bV— và đưa phương trình hypecbôl vẻ dạng. 


D5 un 
yầ BC 1 =—— (x? — ). 
Vị 


y° = 2x — 


Tính chât của hypecbôil được suy ra từ tính chầt của 
clip bảng cách thay b* bởi — b‡, 
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Chúng ta không đủ chỗ đề trình bày mặc dầu là rât 
sơ lược nội dung của cuôn sách gồm z2 chương đó của 
Ơlc. Trên đây chỉ là một sô ít sự kiện có liên quan đên 
đường cong bậc 2. Những phần còn lại có liên quan đến 
các đường cong đại sô; các đường tiệm cận thẳng và cong; 
các điểm đặc biệt; các phép biên đổi biên đường cong 
thành chính nó, phép biên đổi đồng dạng, phcp afm, phép 
biển đổi bao giác, một sô đường cong siêu việt, v.v... 
6. Bây giờ chúng ta chuyên sang xét sự phát triển của 
hình học giải tích trong không gian. 

Việc áp dụng phương pháp tọa độ trong không gian 32 
chiều đã được xét tới thê kỷ XVII, với Đêcac và Phecma, 
nhưng trong một thời gian dài nó vẫn không được phát 
triển mặc dầu La Hia đã viềt được phương trình cùa 
một sô mặt, 

Mùa hè nắm 17oo; Angtoan Parăng (1666 — 1716) viện 
sĩ Viện Hàn lầm Khoa học Part đã trình bày một công 
trình về tính chất của các mặt, mang tên ‹ Những thí 
nghiệm và nghiên cứu về toán học và vật lý, Parăng đã 
giải quyêt bài toán xác định tiếp diện của mặt cầu có 
phương trình : 

c° -- y— acy + b + x' — abx + a° + z2?” —a2az = r? 

Ngoài ra ông còn nghiền Cứu các mặt ; 


zở 
=hlðs: = ca. 


bằng cách xét cả giao tuyên bởi những mặt phẳng song 
song với các mặt phẳng tọa độ. 

Năm 1728 trong công trình « Về các đường ngắn nhât 
(tôi đoản) trên một mặt bât kỳ, đi qua hai điểm bât kỳ », 
bằng cách đưa vào liệ tọa độ vuông goc trong không gian 
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Ơ le đã chì ra rằng một mặt được biểu thị bằng một phương 
trình liên bệ với ba tọa độ t, x, y và đường thị được 
biểu thị bởi hai phương trình như vậy. Ông còn nêu 
lên phương trình của ba loại mặt : mặt trự, mặt nón và 
mặt tròn xoay, mà trong ký hiệu ngày nay có thể viết, 


#Z~f0j),‹<-=f(-—-J,#x/t+” 9 


x - 








Trong tạp chí «Bảo cáo › của Viện Hàn lâm Pêtecbua 
năm 1732, 1722 có những công trình của Hecman về hình 
học giải tích trong không gian. Ông đã nghiên cứu mặt phẳng 
gZ -E by + cx — e2 = © và một sô mặt bậc hai như : 
mặt ttụ narabôlic ‡ z? — ax — by = O ; mặt nón z? = xy 
và a23— bxz — cyZ -†- cy3 = Q ;các mặt z3 — ax?— ôxy— cy? 
— eX — ƒy = Q và azZ2 +- byz + (y?—exz + ƒx -+- 8z 
— bx = O; và cuôi cùng là « thể tròn; u? —. x? — y‡ = O 








~ q3z 
trong đó u là hàm của z, đặc biệt u? = ạ? —. „ , Và 
2r3 
u = q9 6Í 
b3 


Công trình nói trên chưa được hệ thông, nhưng bằng 
những thí dụ khác nhau, Hecman đã chỉ ra phương pháp 
xác định mặt phẳng tiêp xúc, các điểm cực trị của mặt, 
cũng như phương pháp xác định hình dáng của mặt dựa 
vào các thiết diện khác nhau, 

Ñăm 1721, Klêrô cho xuât bản cuôn ‹ Nghiên cứu các 
đường có hai độ cong ›. Cuôn sách này đã trình bày những 
cơ sở của ba ngành học : hình học giải tích trong không 
gian, hình học vi phân và hình học họa hình. Ông đã 
đưa fa những phương trình của miột sô mặt tròn xoay 
phức tạp như elipxôit tròn xoay, hypecbôlôt một tầng 
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tròn xoay, và paabôlôit tròn xoay. Sau đó Klerô còn 
nghiên cứu các đường cong trong không gian. Trong 
công trình này, Kiêrô lấn đầu tiền đã nêu công thức 
tính khoảng cách giữa hai điềm một cách rõ ràng 
ƒ=wV(œ+4)3 + (y + b)* + (z + c} 
và Klềrô cũng là người đầu tiên việt phương trình cửa 
mặt phẳng theo các đoạn chắn (trên trực tọa độ) : 
ca... 
Đứng 

7. Lần đầu tiên, hình học giải tích trong không gian 
được trình bày một cách có hệ thông trong phần ‹ Phụ lục 
VỀ Các mặt» của cuôn « Mở đầu về giải tích vô cùng bé » 
(Ơle 1784). Phần mục lực này có liên hệ chặt chẽ với 
các hàm giải tích hai biển sô. 

Đặc biệt trong chương IV, Ơle đã xét các phép biên 
đôi tọa độ vuông góc có dạng : 
*X= P (cœŠ cos ( — sinŠ§ cosft sin () -+ 

đ (cos  sin 0 -L Sinš cosTt cos ()—r sữn š sỉn ft + /; 
ÿ = —ÿ (sinš cœs + cosš cosT sin () — 
@ (SinF cos Ú — COsW, cosẼ coS (J) — r Cos Š Sin!\ -- g; 

Z = — psin\ sin 0 + qsíni\ cos ý + r cosr + i, 
Các góc š, T1, (, xác định sự quay của các frục, ngày nay 
gọi là góc ƠI. 

Trong chương V, Ơle đã nghiên cứu các mặt bậc hai 
với phương trình việt dưới dạng : 
œ#3 — ByZ + txz + Èy?+ txy + †3x2 -} 1\Z + 0y-} 1x + “6 = O 
và lần đầu tiên đưa ra khải niệm nón tiệm cận. Bằng 
phương pháp biên đổi tọa độ đề đưa phương trình mặt 
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bậc hai về dạng đơn giản. Ớle đã đặt nên móng cho việc 
phân loại các mặt bậc hai, Các phương trình chính tắc của 
mặt bậc bai không suy biên được Ơle việt dưới đạng : 
Ap2 + Bq2 + Cr2 = a2; Ap? + Bg? — Cr3 — d2 

Ap2 — Bqự — Cr° = d2 ; Ap? + Bq? — ar, Ap? — Bqˆ? = dr, 
Ap? ~ ag ; ông đã lần lượt gọi tên các mặt đó là: 
eliptôit, mặt hypecbôi eliptic, mặt hypecbôl hypecbôlic, 
mặt parabôi cliptíc, mặt parabôl hypecbôlic và mặt trụ 
parabôl. le còn nêu lên phương pháp tông quát đẻ 
từ một phương trình của mặt bât kỳ có thể biêt được 
mặt đó có một trong những dạng nói trên. 

Ơle đã phát hiện trên mặt parabôlôit hypecbôlic 
Áp? — BqÊ = ar một cặp đường thẳng trong mặt phẳng 
r —= Q nhưng các đường thẳng khác của mặt thì không 
thây nhắc đên. Sau này năm r7sqg W. Brêikenritgiơ 
(17oo— rz76o) đã chứng tổ mặt parabôlôit hypecbôlic 
là mặt kẻ, có một họ đường sinh thẳng, và năm 1763 
A.R. Môduy (1721—1815) phát hiện thêm Inột họ 
đường sinh thứ hai, Một học trò của G. Mônggiơ là 
Saclơdơ Tanhxô (1740 — 1822) đã nghiền cứu các mặt kẻ 
một cách tông quát hơn: đó là những mặt sinh bởi 
một đường thẳng chuyên động song song với một mặt 
phẳng và tựa lên hai đường cong cho trước. 


Mônggtơ (1746 — 1818) và Lagranggid (1726 — 1813) 
đã giải quyết một sô bài toán trong không gian, tuy 
sơ cầp nhưng rât quan trọng để trình bày một cách có 
hệ thông môn hình học giải tích không gian. Mônggiơ 
ủã việt phương trình của mặt phẳng đi qua một điểm 
cho trước vuông góc với một đường thẳng cho trước 
và ứng dụng để việt phương trình mặt phẳng pháp của 
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đường cong ghếnh y = € (+), Z = tỳ (*). Ông cũng đã 
xác định được khoảng cách từ một điểm đã cho tới 
một mặt phẳng đã cho. 

Trong tác phẩm « Một số bài toán về hình chóp đây 
tan giác, giải bảng phương pháp giải tích» (1772), 
Lagranggiờ? đã ứng dụng phương pháp hình học giải 
tịch vào những bài toán trước đó chỉ giải bằng phương 
pháp tổng hợp. Nêu cho trước tọa độ các dinh của 
hình tứ điện, Lagrănggiơ có thể tính được độ dài các 
cạnh, diện tích các mặt bên, đường cao của tứ diện và 
thể tích của nó. Ông còn tính được bán kính hình 
tâm cầu ngoại tiếp, nội tiếp tứ diện cũng như trọng 
tâm của nó. 

Khi tính diện tích của một tam giác có một đỉnh tại 
gộc tọa độ còn bai đỉnh kia ứng với hai bán kính vectơ 
r và 1, ông đã đưa ra công thức, mà ngày nay ta gọi là 
công thức Lagrănggitơ : 

(f)ˆ (r)3- (rf-) = tr r1 
trong đó (f)3 và(r?)? là bình phương vô hướng, r1? là 
tích vô hưởng, Ir r] là tích vectơ, 

Các công trình nghiên cứu của le, Mônggiơ Lagrắnggiơ 
và các nhà toán học khác đã cho phép soạn thảo một 
giáo trình về hình học giải tích vào cuổi thê kỷ XVIHIỊ, 
về cơ bản giông như giáo trình ở các trường đại học 
ngày nay, Về mặt đó phải kê đền công trình của S.Ph.ÏLacroa 
(1769 —1842) Giáo trình cơ sở về lượng giác phẳng, 
lượng giác cầu và ứng dụng của đại sô trong hình học , 
_ Trình bày của Lacroa rất hiện dại, đến mức ngày nay có 
thề dùng giáo trình gồc đó (in lần thứ nhât) làm tài liệu 
giảng dạy ở các trường đại học (năm 18o7 còn xuât bản 
Điáo trình đó lần thứ 23). 
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Như vậy là có thế nói rằng trong khoảng aoo năm, bắt 
đầu từ Đệcac và Phecma, hình học giải tích nhanh chóng 
phát triển thu được những kêt quả quan trọng và đên 
cuôỗi thế kỳ XVII nó đã trở thành một môn học hoàn 
chỉnh, được đưa vào giảng dạy ở những năm đầu tiên 
của bậc đại học, 

8. Trong phần trên ta đã một đôi lần nhắc đến 
G.Mônggiơ. Nhà toán học lỗi lạc người Pháp đó đã đóng 
một vai trò quan trọng trong việc phát triển hình học; 
nhật là hình học giải tích, hình học vị phân và hình học 
họa hình, 

G. Mônggiơ sinh nắm 174B trong một gia đình buôn 
bán nhỏ, Tôt nghiệp trường kỹ sư quần sự ở Mêdierơ 
ông được giữ lại giảng dạy ở đó từ năm 1763 đến 1783. 
Năm 1768 ông trở thành giáo sư toán học và 1771 — 
giáo sự vật lý. Từ năm 178o ông bắt đầu giảng dạy ở 
Part, nửa năm ở Đari và nửa năm ở Mêdterơ. Cũng năm 
đỏ, ông được bầu Íàm viện sĩ Viện Hàn lâm Khoa học 
Pari, và từ 1782 thì ở hẳn tại Pati. 

Trong thời gian ở Mêdierơ, Mônggio đã nghiên cứu 
các nguyên tắc của họa hình, đặc biệt là phương pháp 
mà sau này ta gọi làwPhương pháp Mônggiơs. Vào 
khoảng những năm 7o ông bắt đầu nghiên cứu những 
ứng dụng của giải tích vào lý thuyết mặt. Ngoài ta ông 
côn nghiên cứu thành công các vân để vật Íý, bóa học 
và kỹ thuật do yêu cầu phải tự đầm nhận quản lý một 
nhà máy luyện kim, của hồi môn trong cuộc hôn nhân 
năm 1777, 

G, Mônggiơ là người sáng lập ra trường Bách khoa 
(1794) và lãnh đạo nó trong suốt 2o năm. Chính ở 
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trường này đã xuât hiện những giáo trình cơ sở về hình 
học vi phân và hình học họa hình. 


Vị Mônggiơ là người nhiệt tình ủng hộ Napôlêông, 
nên sau khi vị hoàng đê này bị đi đày, thì vào mua xuân 
năm 18i6 ông bị trục xuất khỏi Viện Hàn lâm Pari và 
khỏi trường Đách khoa. Thậm chí năm r3i8 khi ông 
mắt, học trò của ông bị câm không được đi đưa đấm 
người thầy học lỗi lạc của họ. 


9, Môn hình học vi phân xuất hiện từ cuôi thể kỷ 
trước nhự là sự áp dụng của phép tính vô cùng bé vào, 
hình học. Lúc bây giờ trong các công trình của Lêpnitx, 
Ñiutơn, và hai anh em Becnui đã để cập đên các khái 
niệm đầu tiên của hình học vi phân như : tiệp tuyên, cực 
trị, bề lồi, bể lõm, điểm uôn, đường tròn mật tiếp, bán 
kính cong... 


Trong thê kỳ XVIII ngành hình học mới này được 
phát triển một cách rộng rãi. 


Về hình Học vi phân trên mặt phẳng thì phần lớn 
các công trình dành cho việc nghiên cứu các đường cong 
cho bởi một hệ thức nào đó giữa bán kính cong và các 
đại lượug khác như bán kính vectơ, tiệp tuyển, pháp 
tuyên, độ dài cung..., và thường đi đên việc giải một 
phương trình vi phân nào đó. ƠÌc và các nhà bác học 
ở Pêtecbua đã thu được nhiều kết quả. 


Về các đường cong trong không gian, các công trình 
đầu tiên đểu chú ý tới các đường ngắn nhật trên một 
mặt. Becnui đã đưa ra khái niệm mặt phẳng mật tiệp 
của một đường cong, tức là mặt phẳng đi qua ba điểm 
rât gần nhau của đường cong. Vào năm 1728 Becnui 
đặt cho Ơle bài toán về phương trình của đường ngắn 
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nhất trên một mặt. Vào năm sau, Ơle đã tìm được lời 
giải của bài toán đó. Phương trình ngắn nhât của Ơile 
có đạng 

Qádx + Pddy — dxddx + dụddy 

_ Qdx -- Pdy _ đf? + đxã + đy? 


trong đó P, Q lây từ phương trình vi phân của mặt 
Pdx = Qdy -- Rdt. Trong một thư khác gửi cho Ơle 
vào 172g, Becnui cũng đã tìm được phương trình đường 
ngắn nhât: 

T ddy z đđz 


Tdzđs — zủt — da + dz2 
trong đó đs? = dx? -+_ dự? 


Về việc nghiên cứu các mặt trong không gian lại vẫn 
Ơle là người có nhiều đóng góp quan trọng. Chẳng 
hạn ông đã nêu lên khái niệm «mặt trải được» (còn 
gọi là mặt khai triển), tức là mặt có thể trải được trên 
mặt mà không bị nhăn và không bị rách. Ơle đã tìm 
được điều kiện để cho một mặt là mặt trài được. Ông 
cũng là người đã nêu lên những khái niệm có thê ứng 
dụng để nghiên cứu những tính chât nội bộ của mặt 
đó mà không viện đên các khái niệm cùa không gian 
chung quanh. Tư tưởng này của Ơle về sau được Gaux 
phát triển rât sâu rộng (1827). Một kêt quả quan trọng 
của Ơile là: tât cả các tiệp tuyên của một đường cong 
bât kỳ trong không gian tạo thành một mmặt trải được, 
và mọi mặt trải được (nêu không phải là mặt-trự và 
mặt nón) đều tạo thành bởi các tiếp tuyên cùa một đường 
cong nào đó. 

Trong tác phầm ‹ Vẻ việc biêu diễn mặt cầu trên mặt 
phẳng »› Ơie đã chứng minh được rằng không có phép 
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đẳng cự nào biên mặt cầu thành mặt phẳng và nghiên 
cứu một cách chỉ tiết phép chiêu nỗi có nhiều ứng dụng 
trong việc vẽ bản đồ, 

Mônggiơ cũng đã đưa ra khái niệm mặt trái được 
độc lập với Ơle, trong tác phẩm « Về sự trải được, bán 
kính cong và các dạng điểm uôn của đường hai độ cong» 
(1721). Ông nêu lên một khái niệm mới rât quan trọng: 
trục cực của ví phân cung xác định bởi ba điểm vô cùng 
gần nhau của đường cong ; đó là trục của đường tròn 
đi qua ba điểm ây, và cũng là giao tuyên của hai mặt 
phẳng pháp tại hai điểm gần nhau vô cùng của đường 
cong. Miônggiơ chứng mính rằng các trục cực của một 
đường cong đã cho tạo thành một mặt khả triển, gọi là 
mặt cực. Các tâm của các vòng tròn mật tiệp (còn gọi 
là tâm cong) nằm trên mặt cực đó sẽ tạo thành một 
đường mà khi trải mặt lên mặt phẳng sẽ biển thành 
đường thẳng, tức là một đường ngắn nhât của mặt cực. 

Mônggiơ đã việt được phương trình vi phân của 
đường ngắn nhât trên một mặt, và ông chứng minh 
rằng nó trùng với phương trình của Becnui. 

Trong một công trình khác xuât bản năm 1775. 
Mônggic đã việt được phương trình mặt trái như sau 


PC ru (  iJug 
+ v7? xo 
và phương trình của mặt kẻ là 











-——?® 9 
“_ Y. = 1s... 
22 | oxy +__9 x2? .. 
Òx Ò?z À7 ©Ÿz 
oy? ðy? 
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trong đó 
ˆ{ 2z = ò%z  o®z 
” \âz ¬ 0x2 ` Qyw* 

Ông còn viết phương trình của mặt kể đi qua ba 
đường cong đã cho, Nêu ba đường đó là ba đường 
thẳng từng đôi một chéo nhau thì ta được mặt hypec- 
bôlôit một tầng hoặc mặt yên ngựa (parabôlôit hypec- 
bôiit) - 

Trong các bài giằng của Mônggiơ đọc ở Trường Bách 
khoa Dari, chúng ta có thể tìm thây một sự trình bày 
có hệ thông về lý thuyết mặt. Ở đây có nhiều phát minh 
mới của Mônggiơ. 

Ông đã nêu ra khái niệm về họ mặt xác định bởi 
phương trình các đạo hàm riÊng: 











. q) 

Òx 

hay ĐÍ*».2 Khổ .-.— L2. Koz.l Ăn. 
Ôx 2y 2x? Ôxậy oy? 

Giao của hai đường vô cùng gần nhau của họ được gọi 

là đường đặc trưng. Tât cá các đưởng đặc trưng sẽ bao 

một đường nào đó, mà ông gọi là «tuyển Íủi› và nó là 

quỹ tích của tât cà các giao điểm của ba mặt gần nhạu 

vô cùng, Ông còn việt được phương trình đường đặc 

trưng của mặt (1) và (2). 


R (x, ÿ; 2; 


10. Bây giò ta sẽ nói đên sự phát triển của hình học 
họa hình, tức là lý thuyết về việc biểu diễn các hình 
không gian trên mặt phẳng. 

Trong thê kỷ XVII, môn học này đạt được một sô 
kết quả như sau. 
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Nhà toán học Hà Lan W. Xsgavexanđe (1688-1742) đã 
sử dụng hình chiêu của đường thẳng vô tận trên mặt 
phẳng vật qua phép chiểu xuyên tâm, 


Nhà toán học Pháp Ñ.L. Đơ La Ke (t712-1762) đã tìm 
được phương trình của đường hypecbôl khi nó là hình 
chiều của rnột vòng tròn. Ông chứng rninh rằng nều x, 
y, z, là tọa độ của một điểm trong không gian thì tọa độ 
**, y° của hình chiêu trên mặt phẳng ảnh sẽ là: 


Xx°= si y”= - ; fđ là khoảng cách 


đ+y  y+ 
từ tâm chiều tới mặt phẳng ảnh. 








G¡. H. Lãmbec đã chuyên việc nghiên cứu phép chiều 
xuyên tâm sang phép chiêu song song. Ông cũng đã 
nghiên cứu việc đựng hình bằng một mình thước, và 
trong trường hợp cần thiết bằng compa có khẩu độ 
cô định. 


Trái lại G. Mo (164o-r677) lại nghiên cứu việc dựng 
hình bằng một mình compa. Lý thuyêt tông quát về phép 
dựng như vậy được hoàn thiện thêm bởi L. Maxkêrôni 
(17so-18oo) ; ông đã chứng rminh rằng mọi bài toán giải 
được bằng thước và compa đều có thể giải được bằng 
một mình compa. 


Năm 17os Mônggiơ cho đăng những bài giảng của 
mình về, hình học họa hình, trong đó trình bày những 
phương pháp quan trọng đặc biệt là «phương pháp 
Mônggtơ ». Ông đã thực hiện các phép chiêu một hình 
không gian lên hai mặt phẳng vuông góc với nhau : mặt 
phẳng ngang và mặt phẳng thẳng đứng, sau đó quay 
quanh giao tuyên của chúng để hai mặt phẳng đó trùng 
nhau. Kết quả là mỗi một điểm trong không gian được 
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biểu diễn trên hình vẽ bằng một cặp điềm, mỗi một 
đường thẳng trong không gian được biểu điển bởi một 
cặp đường thẳng, trên đó đã đánh dâu các cvêt» (tức là 
giao điểm của đường thẳng đã cho với các mặt phẳng 
chiêu)... Trong cuôn sách của mình Mônggiơ đã giải quyết 
tât cẢ các bài toán cơ bản về việc dựng các điềm, đường 
thẳng, mặt phẳng và một số đường và mặt mà ông đã 
nghiên cứu Đằng phương pháp hình học vi phân. Phương 
pháp của Mônggiơœ rât thuận tiện và cho đên bây giờ 
vẫn là một phương pháp cơ bản trong vẽ kỹ thuật. Trong 
cuôn sách đó, Mônggiơ cũng đã chứng minh một loạt 
các định lý về hình học xạ ảnh. 


11. Như đã biết, hình học xạ ảnh xuât hiện từ thê 
kỷ XVII với công trình của Đêdac và Paxcan và phương 
pháp chủ yêu của nó là phương pháp tổng hợp. Đèn 
thê kỷ XVIII đã xuât hiện phương pháp giải tích trong 
bộ trôn này. Chẳng hạn Đơ Gua (1712—1785) đã 
dựng biểu thức giải tích của phép chiều xuyên tâm 
từ mặt phẳng này sang mặt phẳng khác, và nhờ biểu 
thức đó Đơ La Xe đã tìm được phương trình hình 
chiêu của đường tròn. Một phép biến đổi của mặt 
phẳng xạ ảnh (tức là mặt phẳng được bô sung thêm 
một đường thẳng vô tận)'sẽ gọi là phép biên đổi xạ 
ảnh nêu nó là kết quả của một loạt phép chiêu xuyên 
tâm. Phép biến đổi xạ ảnh biên đường thẳng thành 
đường thẳng, và bởi vậy còn có tên gọi là phép cộng 
tuyên. Biều thức giải tích tổng quát của phép biển đồi 
xạ ảnh được nêu lên lấn đầu tiên trong tác phẩm 
¿ Nghiên cứu bằng phương pháp giải tích các phương 
trình đại số và tính chât của đường cong» (1762) của 
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E, Varinh (1724 — 1708). Phép biên đồi xạ ảnh trên 
mặt phẳng sẽ có phương trình : 


ĐẤT VU và. SP HỆ 
Az-L BC `” — Az—- BC 


Phép biên đổi afin của le chính là một trường hợp 
đặc biệt của phép biên đổi xạ ảnh, khi mà đường thẳng 
vô tận được biên thành chính nó. Biêu thức tông quát 
của phép biển đổi afín sẽ thu được bằng cách đặt 
A = B=D trong công thức của Varinh. 

Vào cuôi thê kỷ XVIH, do sự xuất hiện cuôn ‹ Hình 
học họa hình › của Mỗônggiơ, các nhà toán học lại quay 
trờ về các phương pháp tông hợp để ñghiên cứu hình 
học. Trong nhiều định lý của hình học xạ ảnh mà 
Mônggiơ đã chứng minh có định lý sau đây : nêu ta vẽ 
từ một điểm các tiệp tuyên với một mặt bậc hai, thì 
các tiệp điểm sẽ nằm trên một mặt phẳng, là mặt phẳng 
cực của điểm đã cho. 


£ = 





Hình học xạ ảnh, mà Đêdac là người sáng lập, chỉ 
được phát triển mạnh mẽ ở thẻ kỳ XX, vào lúc mà 
chính những tác phẩm và kết quả của Đêdac đã hoàn 
toàn bị quên lãng. 


12. Trong thê kỷ XVIH, việc nghiên cứu lý thuyết 
đường song song vẫn được tiếp tục và có phần mạnh 
mẽ. Một trong những công trình quan trọng đó của 
Ghirôlaniô Xackêri (1667 ——1723), một thấy tụ người 
Ý, giáo viên toán và ngữ pháp tại các trường nhà giòng 
ở Miăng, Turinh, Đari... Tác phẩm chủ yêu về toán 
của ông là cuôn «Œclit đã sạch mọi vêt mờ, hay là thử 
thiết lập những cơ sở đầu tiên của toàn bộ môn hình 
học», Xackêri định chứng minh tiên để V, mà thco 
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ông là một vẽt ‹mờ nhât» của Ớclit. Ông xét một tứ 
giác có hai góc vuông ở đáy và hai cạnh bên bằng nhau, 
và cũng nêu lên ba giả thuyết, nhọn, vuông, tà =ho các 
góc còn lại, 


Ông đã chứng tỏ rằng nêu công nhận giả thuyệt góc 
tù, thì suy ra rằng mọi đường thẳng đều cắt nhau, và 
đó là đếu vô lý. Nêu công nhận giả thuyết góc vuông 
thì ta sẽ suy ra định để V của Ơclit, và bởi vậy muôn 
chứng minh nó, Xackêri phải bác bộ giả thuyết về góc 
nhọn. Ông đã cô gắng thực hiện điều đó bằng lập luận 
phản chứng: tức là công nhận giả thuyết góc nhọn 
rồi tìm ra những điều nâu thuẫn. Ông đã chứng minh 
được một loạt các mệnh để suy từ giả thuyết góc nhọn, 
nhưng không hề thây điều gì mâu thuẫn cả. Cuỗi cùng 
mệnh để «vô lý » mà Xackêri tìm thây là mệnh để thứ 
32: ‹ Trọng mặt phẳng có hai đường thẳng ƒ, và Ấ 
gần nhau vô cùng về một phía và xa nhau vô cùng về 
phía kias. Từ đó ông đi đên két luận sai lầm rằng hai 
đường thẳng đó cùng có một đường vuông góc chung 
è điểm vô tận, và điểu đó «trái với bản chât của 
đường thẳng ». 

Không thỏa mãn với chứng minh nói trên, Xackêri 
còn xét quỹ tích những điểm (trong mặt phẳng) cách 
đều một đường thằng, quỹ tích này gọi là đường cách 
đều. Trong trường hợp giả thuyêt góc nhọn, đường 
cách đểu không phải là đường thẳng. ÄXackêri biệt rð 
điều đó. Nhưng ông lại mắc phải một sai lầm về tính 
toán độ dài cung của đường cách đều, và dựa vào đó 
ông lại một lần nữa «bác bỏ » giả thuyết góc nhọn 

Các nhà toán học của thê kỷ XVIII bị lôi cuôn vào 
lý thuyêt đường song song sau khi Đalămbe cho ra cuôn 
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« Tổng quan về văn học, lịch sử và triết học» (1759), 
trong đó ông chỉ ra rằng lý thuyết về đường song song 
là một trong những vân để quan trọng nhật của toán 
học sơ cầp. Từ năm 17so đên r8oo chỉ riêng ở châu 
Âu đã có ss công trình về đường song song. G.5. 
KElugen (172o—18t12) trong luận văn « Tổng quan về 
những chứng mính quan trọng nhất của lý thuyết 
đường song song» (763) đã nêu lên, phân tích và phê 
phán gần +o công trình nhự thê. Klugen đã đi đên kết 
luận là Ơclit đã đúng khi đã đưa mệnh để về đường 
song song vào trống sô các tiên để hình học. 


Trong tác phẩm «Lý thuyêt về đường song song» 
(1z86) được in sau khi mật Gi.G. Lămbe (1728— 1777) 
cũng đã dự định chứng minh định để V bằng phương 
pháp phản chứng. Ông xét tmột tứ giác có ba góc vuông 
và đưa fa ba giả thuyết nhọn, tù, vuông cho góc còn 
lại Giả thuyết góc tù cũng được nhanh chóng bác bỏ, 
và đáng chứ ý là Lămbe đã nhận xét rằng giả thiết đó 
đúng đôi với hình kọc trên mặt cầu. 


Với giả thiết góc nhọn, Lămbe đã đi xa hơn Xackêri, 
cuứng mình được khá nhiều mệnh để hình học 
Lôbasepxki. Đặc biệt ông chứng minh rằng tông số góc 
trong tam giác bé hơn r8o9, và diện tích tam siác sẽ tỉ 
lệ với sô ÿ = 1o? .~— đ, trong đó d là tổng sô góc của. 
tan giác đó. So sánh với sự kiện là diện tích tam giác 
cầu tỈ lệ với số £ — đ — I8o° (d là tông sô góc của tạm 
giác) ông việt: « Từ đó, hầu như tôi phải đi đền kết 
luận là giả thuyết góc nhọn phải đúng đôi với mặt cầu 
ảo. Dầu sao cũng phải có một nguyên nhân nào đó khiền 
cho trên mặt phẳng giả thuyết góc nhọn không thẻ bị 
bác bỏ một cách nhanh chóng nhự là giả thuyết góc tù y, 
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Lămbe không tìm thây mâu thuẫn cho giả thiết góc 
nhọn và ông kết luận là mọi dự định chứng minh định 
để V đều không thành công. Vậy mà ông vẫn không tín 
rằng có một thứ hình học trong đó giả thuyết góc 
nhọn dúng. 


Nhà toán học Pháp, Lơgiắăngdrơ (1752 — 1833), trong 
những lần xuât bản khác nhau của cuốn (Cơ sở hình 
học» đã đưa ra nhiều cách chứng minh định để V, 

Trong lần xuât bản đầu tiên, ông xét một hình gồm 
đường thẳng BD vuông góc với AB, còn AC thì tạo 
với AB một góc nhọn CAB (hình 1z). Để chứng mình 
định để V, ta phải chứng tò AC và BD cát nhau. 

Lơgiăngdrơ đã chứng minh tảng nêu từ một điểm F 
trên tia AC ta kẻ đường vuông góc FH với AB thì 
điểm H sẽ nằm trên đoạn thẳng AB, và nêu cho điểm 
F càng ngày càng xa điểm A, thì khoảng cách AH càng 
ngày càng lớn. Từ đó ông đi đến kêt luận sai lắm, Vì 
khoảng AH ngầy càng lớn, và có thể lớn «vô cùng › nên 
đền một lúc nào đó điểm HH phải trùng với Ö, và khi 
đó điểm F sẽ là giao điểm của AC và BD, 

Không thỏa mãn với chứng minh đó, trong lần xuât 
bản thứ 3 của cuồn « Cơ sở hình học › (r8oo) Lơgiăngđrơ 
lại đưa ra một chứng minh mới. Ông chứng mính rằng 
tông sô góc trong một tam giác không thể lớn hơn r8o9®, 
Sau đó để chứng minh tổng sô góc trong tam giác không 
thể bé hơn r8o° ông đã ngẩm công nhận rằng từ một 
điểm nằm trong một góc, luôn luôn có thể vẽ được một 
đường thẳng cắt cả hai cạnh của góc. Tiệc thay, điều ông 
công nhận đó chính là một dạng khác của định để V. 

Phát hiện sai lẫm của mình, trong lần xuât bản thứ 
12; Lơgiăngđrơ lại cho ra một chứng minh mới, nhưng 


12¡ 


lần này lại ngẩm công nhận rằng có thể có hai tam giác 
mà tông sô góc bằng nhau nhưng diện tích thì khác nhau. 

Những nghiên cứu của Lơgiăngđrơ, mặc dầu mắc phải 
sai lầm nhưng cũng đã đóng thột vai trò quan trọng trong 
việc chuẩn bị cho việc ra đời của môn hình học phi Ơclit; 
một phát minh vi đại của thể kỷ XIX. 





Hình 13 
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Chương VHI 


HÌNH HỌC Ở THỂ KỶ XIX 


1. Vào cuôi thê kỷ XVIII, một sô nhà toán học lớn đã 
phát biều quan điểm bị quan, cho rằng phạm vi nghiên 
cứu toán học hấu nhự đã cạn. Họ cho rằng thiên tài và 
sự nỗ lực của le, Lagrănggiơ, Đalămbe và các nhà toán 
học khác đã đưa đền những công hiên quan trọng nhật. 
Bởi vậy các nhà toán học thuộc thê hệ sau'chỉ còn phải 
g1ải quyêt những vân để kém phần quan trọng. Năm 1772, 
Lagrănggiơ việt cho Đalămbe Ngài không thây rằng 
hình học cao câp đang đi đên chỗ suy thoái, chỉ có Ngài 
và Ơle là còn cô nâng nó dậy ?›. 

Nguồn gộc của tư tưởng bi quan đó là khuynh hướng 
đồng nhât sự tiên bộ của toán học, đặc biệt là hình học, 
với sự tiên bộ của cơ học và thiên văn học. Từ thời cổ 
Babilon cho đên thời le và Laplax, thiên văn học luôn 
luôn lä nguồn cô vũ và chỉ đạo cho những phát minh 
toán học quan trọng nhật. Và giờ đây quá trình kết hợp 
đó sau khi đã đạt cao điểm vào cuôi thê kỷ XVIHI, hình 
như dẫn dẫn trở nên không còn khăng khít nữa. 

Lịch sử của sự phát triển toán học ở thê kỳ XIX đã 
chứng tỏ rằng tư tưởng bi quan nói trên hoàn toàn không 
có cơ sở. 
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Cuộc cách mạng Pháp và thời đại NÑapðlêðng đã tạo ra 
những điều kiện hết sức tôt đẹp cho sự phát triển toán 
học. Trên toàn Châu Âu, nổ ra cuộc cách mạng công 
nghiệp, đó là động lực rât lớn để thúc đầy khoa học và 
kỹ thuật, 

Toán học được phát triển rât mạnh mẽ ở Pháp và tồi 
ỏ Đức là những nơi đã xảy ra và sẽ phải xảy ra những 
sự biên đổi sâu sắc để chuẩn bị cơ sở cho một chế độ 
kinh tê chính trị mới: chế độ tư bản chủ nghĩa. Toán 
học dân dẫn được giải phóng khỏi một khuynh hướng 
thiển cận trước kia. Cho rằng mục tiêu của toán học 
nằm trong cơ học và thiên văn. Các nghiên cứu về toán 
học ngày càng ít liên quan tới yêu cầu của kinh tế hoặc 
quân sự. Sự giải phóng này rât có lợi cho toán học, và 
đã giúp cho toán học phục vụ thực tê một cách đắc 
lực hơn 


2. Hình học ở thê kỷ XIX chứa đựng nhiều sự biên 
đôi sâu sắc về nội dung, phương pháp nghiên cứu và 
cả cách nhìn nhận bàn chât của hình học. 

Do ảnh hưởng của cuôn ‹(Hình học họa hình» của 
Miônggiơ phương pháp tông hợp trong hình học được phục 
hồi. Phương hướng nghiên cứu này đã đưa đến việc 
xây dựng một cách hoàn thiện rnôn hình học xạ ảnh 
trong thẻ kỷ XI%X với những đóng góp chủ yêu của 
Pôngxơlê (17B8— 1B6z) Xtene (17o6— 1863) và Stautơ 
(1758 — 1867). 

Victo Pôngxơlê, một kỹ sư quân sự; học trò của 
Mônggiơ, tham gia đạo quân của Napôlêông tần công 
nước Nga và bị bắt làm tù bính. Trong trại tủ ở XaratÔp, 
bị cách biệt với cuộc sông bên ngoài, ông đã tập trung 
vào việc nghiên cứu lý thuyệt của phép chiêu xuyên tâm. 
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Trở về Pháp ông cho xuầt bản cuôn «Nghiên cứu về 
những tỉnh chât xạ ảnh của hình » (1822). Một tính chât 
của hình gọi là tính chât xạ ảnh nêu nó không thay đổi 
qua một phép biên đổi xạ ảnh của mặt phẳng (ta đã biết 
rằng phép biên đổi xạ ảnh được định nghĩa như là tích 
của một sô hữu hạn các phép chiêu xuyên tâm). Trong 
cuôn sách này, Pôngxơlê đã nêu lên những khái niệm 
chủ yêu của hình học xạ ảnh như là tỉ sô kép, phép biên 
đôi xạ ảnh, phép đôi hợp, phép phôi cảnh và cả các điểm 
Xyclc nữa. Ông đã biết rằng tiêu điểm của giao tuyên 
cônic chính là giao điểm của các tiếp tuyên với cônic 
xuât phát từ các điểm xyclic. Ông còn trình bày trong 
công trình của mình lý thuyêt về các đa giác nội tiếp 
trong một cônic và ngoại tiếp một cônic khác, 

Cuôn sách của Đôngxơlê là một thí dụ cô điển về 
một công trình nghiên cứu trong đó một ngành học được 
xây dựng một cách hoàn thiện và mẫu mực. Ông được 
xem là người sáng lập ra môn hình học xạ ảnh. 


3. Phương pháp và tư tưởng của Pôngxolê được ÄXtene 
tiếp tục. Người nông dân Thụy sĩ này cho đền tọ tuôi 
tới bắt đầu đi học. Ông đã trải qua một con đường đài 
từ trường học cho nông dân đên trường trung học rồi 
trường đại học. Từ năm 1824 đên lúc chêt (1863), ông 
là khoa trưởng Trường Đại học Beclin, Xtene là một đại 
biểu xuât sắc của trường phái hình học tổng hợp trong 
thê kỷ XIX, Bằng phương pháp của hình học sơ cập, 
ông đã giải quyết nhiều vần đề khó của giải tích, đặc biệt 
là các bài toán đẳng chu (ông đã chứng mình rằng hình 
tròn là hình có diện tích lớn nhât trong tât cả các hình 
có cùng một chu vì). 
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Vẻ hình học xạ ảnh, Xtene đã chứng tỏ rằng, mọi 
bât biên mà Pôngxơlê đã tìm thảy đều có thể suy từ bắt 
biên của tỉ sô kép. Từ đó ông đã nêu ra định nghĩa 
phép biên đôi xạ ảnh là một phép biên đổi giữ nguyên 
tì sồ kếp của 4 điểm. Trên cơ sở đó ông xây dựng toàn 
bộ hình học xạ ảnh một cách tông hợp. 

Nhưng dẫu sao thì tỉ sô kép (là một bât biển cơ bản 
của Xtene) vẫn phải định nghĩa thông qua một sô (Tỉ sô 
kép của 4 điểm ABCD thẳng hàng được định nghĩa là số 
cà : Ánh ). Như vậy hóa ra cơ sở của hình học xạ ảnh 
CB DB 
vẫn là đại số. Nhược điểm đó trong cách xây dựng của 
Xtene đã được khắc phục bởi Stautc, giáo sư trường 
đại học ở Eclắănghen. 

Ñều tỉ sô kép của bôn điểm thẳng hàng A,B,C,D, 
bằng — ¡ thi A,B,C, D gọi là hàng điểm điểu hòa. Stautơ 
đã đưa ra mệt định nghĩa hoàn toàn hình học của hàng 
điểm điểu hòa. A,B,C, D là một hàng điểm điểu hòa 
A,B là hai đỉnh đói diện của một hình bôn cạnh toàn 
phần, còn C,D là giao điểm của đường chéo AB với 
hai đường chéo còn lại. Dựa trên định lý Đêđac, ông 
đã chứng minh rằng nêu A,B,C là ba điểm đã cho thì 
chỉ có một điểm Ð duy nhất sao cho A,B,C, D là một 
hàng điểm điều hòa. Bây giờ Stautơ định nghĩa phép 
biên đổi xạ ảnh lã một phép biên đổi sao cho một hàng 
điểm điểu hòa lại biên thành một hàng điểm điều hòa. 
Bằng cách đó, hình học xạ ảnh được xây dựng mà không 
cần viện đên phép đo các đoạn thẳng. 

Giao tuyên cênic cũng được định nghĩa thuần túy bằng 
xạ ảnh. Đó là quỹ tích giao điểm của các đường thẳng 
tương ứng trong hai chùm đường thẳng liên hệ xạ ảnh 
với nhau. 
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Phương pháp nghiên cứu này đã cho phép phát hiện 
nhiều tính chât mới của các đường cônic, đưa đến lý 
thuyêt đôi ngẫu, lý thuyết cực và đôi cực... 

Trong thời gian hàng chục năm sau đó, hình học xạ 
ảnh thu được nhiều kết quả, bảng cách vẫn giữ r:guyên 
những cơ sở của Pôngxơlê, XXtene và Stautơ. Nhiều công 
trình tông kêt đã ra đời, đáng chú ý ra cuôn « Hinh học 
vị trí» của Th.,Rêye (¡in lần thứ 3 năm ¡8o2). 


4. Trong lúc phương pháp tông hợp thu được nhiều 
kết quả rực rỡ, thì phương pháp đại số trong hình học 
cũng được phát triển rộng rãi và theo nhiều hướng khác 
nhau. Đại diện cho trường phái hình học đại sô có thê 
là Mơbiux, Plucke ở Đức, Salơ ở pháp và Keli ở Anh. 

A.,EF. Mobiux, trong hơn so năm là cộng tác viền và 
sau đó là giám độc Đài Thiên Văn Lai xich, là một 
nhà bác học toàn diện. Trong cuôn «(Phép tính trọng 
tâm » ông là người đầu tiên đưa ra tọa độ thuần nhât 
Bằng cách gắn vào các đỉnh của tam giác cô định các 
trọng lượng mạ, mạ, mạ, Mơbiux đã tính trọng tâm của 
tam giác, và chỉ ra rằng tọa độ trọng tâm đó rât thuận 
tiện đệ mô tả các tính chầt xạ ảnh và afin trên mặt 
phẳng. Từ đó tọa độ thuần nhât đã trở thành một công 
cụ được sử dụng một cách rộng rãi trong các tác phầm 
về hình học xạ ảnh. Làm việc một cách im lặng và cô 
độc, Mơbiux đã phát minh ra nhiều quan trọng và thú 
vị. Một trong những thí dụ là Mơbiux, một mặt không 
định hướng được biệt đầu tiên trong toán học. Điều 
đó cũng đã chứng tỏ rằng Mlơbiux là một trong những 
người đặt nền móng cho môn tôpô hiện đại. 

Giuliux Piucke (i8oi - 1868) — là một nhà hình học 
và đồng thời là một nhà vật lý thực nghiệm. Trong 
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cuỗn «Hình học mới trong không gian» (1868 - r86Q) 
ông đã xây dựng lại hình học giải tích, bằng cách đưa 
ta nhiều tư tưởng mới. Ông đã nêu ra tọa độ thuần 
nhất cũng như tọa độ xạ ảnh trong không gian xuật 
phát từ một hình tứ diện làm cơ sờ. Ông cho rằng . 
các yêu tô cơ bản của hình học không phải chỉ là điểm, 
mà có thê là đường thẳng, mặt phẳng. đường tròn, 
mặt cầu. Quan điểm đó đã soi sáng cho hình học tổng 
hợp cũng như hình học đại sô và đưa đên nhiều đạng 
đôi ngẫu mới. Số chiều trong hình học của dạng này 
hay dạng khác có thể là một sô nguyên đương bât kỳ, 
phụ thuộc vào sô tham sô cần thiết để xác định ra «yêu 
tô cơ bản». Ông cũng đã công bô một lý thuyết tổng 
quát về các đường đại sô trong mặt phẳng, trong đó 
đưa ra sự ‹ phụ thuộc Pluke » giữa số các điểm đặc biệt 
của những loại đường cong khác nhau. 


Misen Salơ vôn là sinh viên của Trường Bách khoa 
Pari trong những năm cuôi đời của Mônggiơ, và từ 
năm 184r thì trở thành giáo sư của trường đó. Từ 
năm 1846 ông lãnh đạo khoa hình học cao câp ở Xoocbon. 
Cũng giông như Pluke, Salơ đã từ những phương trình 
đại sô rmà suy ra rât nhiều sự kiện hình học. Ông đã 
sử dựng một cách rât nghệ thuật các đường thẳng đẳng 
hướng và các điểm Xyclic. Ông là người kê tục Pôngxơlê 
trong ‹ phương pháp tính toán » và đã phát triển phương 
pháp này trong những phạm vi mới của hình học, gọi 
là «hình học tính toán ›, 

Hình học đại sô có ảnh hưởng rât mạnh trong tât 
cả các ngành của toán học ở thê kỷ XIX. Trong các 
công trình của Minkôpxki (r864—:oog), phương pháp 
của hình học còn được thâm nhập vào lý thuyết SỐ; 
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vôn là thành lũy của các phương pháp đại sô và sô 
học. Một sô nhà toán học, đặc biệt là Salơ đã khẳng 
định rằng việc đại số hóa hình học ở thể kỳ XVIII 
đã được thay thê bởi việc hình học hóa đại số ở thê 
kỷ XI%X. Có lẽ nên nói thể này thì đúng hơn : phương 
pháp hình học giải tích đóng một vai trò rầt lớn từ 
thòi Đêcac cho tới Môngg!ơ, bây giờ đã phải nhường 
chỗ cho một sự kết hợp rât sâu sắc và mật thiết của 
phương pháp đại sô và hình học. 


5. Ta đã biết rằng trong thể kỷ trước, môn hình học 
vi phân đã đạt được nhiều kết quả do những đóng góp 
của nhiều nhà toán học, đặc biệt là Mônggiơ. Bước 
sang thẻ kỳ XIX, môn học này được phát triển một 
cách mạnh mẽ nhờ những paương pháp mới của nhà 
toán học thiên tài người Đức Kac Friđríh Gaux 
(1777 — 1855). 

Ông sinh ra trong một gia đình công nhân tại thành 
phỏ Braunvây. Tài năng toán học của Gaux phát triển 
rât sớm, đặc biệt là các phương pháp tính toán, thường 
làn cho các giáo viên phải kinh ngạc và khâm phục. 
Vào khoảng 14, 15 tuôi, ông đã bắt tay nghiên cứu 
những tính chât của ‹trung bình nhân cộng» (cô nhiên 
lúc bây giờ ông chưa biệt rằng khái niệm đó sẽ đóng 
Vai trò quan trọng trong lý thuyết các hàm eliptic), của 
các sô nguyên tô, và lý thuyết đường song song, Năm 
1705, ông sáng tạo ra phương pháp bình phương bé 
nhất và năm sau ông đã giải bài toán dựng hình đa giác 
đều 17 cạnh bảng thước và corapa. Từ năm 1795—1708 
ông theo học ở Trường Đại học Ghetinghen và năm 
1709 ông được trao bằng học vị tiên sĩ. Từ r18o7 đến 
khi mât (1855) ông là giáo sư ở trường đại học đó và 
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là giám đốc đài thiên văn ở địa phương, Gaux đã đề lại 
những phát minh quan trọng trong hầu khắp các lĩnh 
vực toán học: đại số, số học, hình học vị phân, hình 
học phi Ơclit, giải tích, lý thuyết hàm biên phức, xác 
suât, thiên văn, trắc địa, cơ học;... 


Trong phạm vi hình học, công trình của ông ‹ Ñghiên 
cứu tổng quát về các mặt cong» (1827) đã đưa ra một 
phướng pháp mới, khiên cho hình học vi phân nhanh 
chóng trở thành một môn học độc lập. Trong tác phẩm 
này, Gaux đã đưa ra tọa độ cong trên một mặt và biểu 
thị phần tử tuyên tính nhờ một dạng vi phân toàn phương 
đs? =- Edu? +. Fdudv = Gdv? gọi là dạng toàn phương 
cơ bản thứ nhất. Nêu biết dạng toàn phương đó, độ 
đài của cung cũng như độ lớn của góc trên mặt hoàn 
toàn được xác định, có nghĩa.là tmêtric cùa một mặt 
hoàn toàn được xác định bởi các hệ sô E, E, G của 
dạng toàn phương (chúng là hàm xủa các biên tư; v). 
Các tọa độ cong u, v có thể chọn một cách tùy ý; khi 
thay đôi tọa độ cong, hệ sô của dạng toàn phương cơ 
bản sẽ thay đối, nhưng mêtric của riặt dĩ nhiên không 
thay đổi, nó là một bất biên qua phép biên đổi tọa độ 
cong. Như vậy có thể nói rằng việc nghiên cứu mêtric 
của một mặt được đưa về việc nghiên cứu các bât biên 
của dạng toàn phương cơ bản của nớ, Gaux đã chứng 
minh rằng độ cong toàn phẩn của mặt tại mỗi điểm là 
một bât biên như vậy. Nêu ta dùng một phép biên 
dạng để biên đổi mặt thì độ đài của các đường cong 
trên mặt không thay đổi và do đó toàn bộ mêtric của 
mặt cũng không thay đổi: Suy ra những bât biền của 
đạng toàn phương cũng không thay đổi qua phép biển 
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dạng. Ở đây Gaux đã chứng minh một định lý nỗi 
tiếng nói rằng độ cong toàn phần là một bât biến qua 
phép biền dạng. 

Ngoài ra, Gaux còn đưa ra một dạng toàn phương cơ 
bản thứ hai Pdu2 + Qdudv + R dv?, trong đó ÐP, Q, R 
được xác định nhờ các đạo hàm bậc hai của các hàm 
sô X = x(u,V), ÿY = V(d,V), Z = Zz(u,v) là phương trình 
của mặt cong. Dạng toàn phương thứ hai này đôi với 
Gaux chỉ đóng vai trò phụ. Tuy vậy về sau người ta 
đã đánh giá cao tẩm quan trọng của nó. Thật vậy, khi 
biết cả hai dạng toàn phương cùa một mặt, ta không 
những chỉ xác định được mêtríc của rmặt mà còn cả 
hình dạng của mặt nữa. Như vậy, nêu ta không quan 
tâm đến vị trí của mặt trong không gian mà chỉ quan 
tâm tới hình dạng và kích thước của nó thì ta không 
cần đền phương trình của mặt (đó là phương pháp của 
Mônggiơ) mà chỉ cần hai dạng toàn phương là đủ, 
Hơn thê nêu ta chỉ quan tâm đến mêtric của mặt, mà 
không chú ý đến hình đạng của nó (tức là cho pkhép 
biên đôi mặt bởi một phép biền dạng mà không thay 
đổi mẽtric) thì ta chỉ cẩn dạng toàn phương cơ bản 
thứ nhât. Đó chính là hình học vi phân của Gaux, bao 
gồm lý thuyêt về đường trắc địa của mặt, về sự biên 
đạng, về độ cong của trặt, về những mặt có độ cong 
không đổi v.v... 

6. Một trong những thành tựu lớn lao của toán học 
đã được thực hiện vào những năm 2o của thê kỷ XIX 
là sự phát minh ra hình học phi clit được xem là 
tmột cuộc cách mạng thực sự trong toán học. 

Như chúng ta đã biết vân để lý thuyết về đường song 
song đã tồn tại hơn 2ooo năm rừ thời clit cho đền 
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đầu thê kỳ XIX. Nhiều thê hệ toán học đã trôi qua, nhiều 
sức lực của nhiều nhà toán học đã hao phí để tìm cách 
chứng minh định để V của Ơclit Họ đều thât bại mặc 
đầu trong quá trình nghiên cứu có thu được một sô kết 
quả thú vị. 

Những người đầu tiên đã vén bức màn bí mật bao 
phù lên hình học hơn 2ooo năm là nhà toán học Nga N.I. 
Lôbasepxki (1?2o3 — 1836) và nhà toán học Hunggari 
Gianôs Bôia (18o2— r866). Họ đã chứng minh rằng định 
đề V không thể suy ra được từ những tiên để còn lại 
của clit. Họ đã xây dựng một thứ hình học, bằng cách 
giữ lại mọi tiên để của clit và thay định để V bằng 
một tiền đề ngược lại, Miồn hình học phi Œclt đỏ sau 
này gọi là hình học Lôbasepxki-Bôia. Thứ hình học này 
không có mâu thuẫn nội tại, và chính vì vậy mà định đề 
V đúng là một định để chứ không phải là định lý. 

Ngoài Lôbasepxki và Bôia, Gaux cũng là người đã xây 
dựng được hình học phi clit. Nhưng ông không bao 
giờ công bỏ kêt quả cửa mình vì sợ gặp phải sự phản 
ứng của đa số các nhà toán học. Thậm chí Gaux còn từ 
chôi phát biêu công khai những ý kiền của mình về hình 
học phi Ơclit, Bởi vậy, trong vân để này, Gaux đã đóng 
một vai trò tiêu cực. Với uy tín sẵn có của mình đắng 
ra ông đã có thể giúp cho dư luận toán học sớm thừa 
nhận sự đúng đẳn của hình học phi Œ cht hơn. 


+, Nicôlai Ivanôvits Lôbasepxki sinh năm 17092 trong 
một gia đình làm nghề đạc điển nghèo. Năm ¡s3 tuổi, 
ông được nhận vào học ở Trường Đại học Kadan và từ 
đó cho đên những ngày cuôi cùng, cuộc đời ông gắn chặt 
với trường đại học đó. Ông tốt nghiệp đại học năm r811, 
rồi trở thành giáo sư của trường năm r8:6 và trong 2o 
nấm liên làm giảm độc. 
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[,ôbasepxki không chỉ là một nhà hình học thiên tài. 
Ông còn có nhiều công trình có giá trị về giải tích và 
đại số. Vẻ hình học, đầu tiên Lôbasepxki cũng định 
chứng tmìinh định để V của Ơclit, sau đó ông tách ra 
từ hình học Ớclít những gì không phụ thuộc vào định 
để đó — gọi là hình học tuyệt đôi. Ông nẫy ra ý định 
thay thê định để V bằng một tiên để khác: «qua một 
điềm nằm ngoài một đường thẳng có không chỉ một 
đường thẳng song song với đường thẳng đó» rồi cô 
tìm ra những mâu thuẫn. Không tìm thây một mâu 
thuẫn nào, Lôbasepxki đã nhận được một hệ thông hình 
học khác nhiều với hình học fclit. Nhưng nêu như 
các nhà toán học trước ông chỉ dừng lại đó, hoặc là 
công bỏ một cách sai lầm là đã tìm thây mâu thuẫn, thì 
Lòbasepxki đã cho rằng hệ thông hình học của rmình 
cũng có quyền tồn tại như hình học của Ớclit. 


Trong thư gửi cho Gaux, ông việt: «Môn hình học 
này có vẻ như là một nghịch lý và khác với quan niệm 
thông thường. Nhưng phân tích một cách kỹ càng và 
bình tĩnh, ta sẽ thây rằng không hể có một sự vô lý nào. 
Chẳng hạn, ba góc của một tam giác có thẻ làm cho bé 
bao nhiêu cũng được nêu ta lây các cạnh của nó đủ lớn ; 
diện tích của tam giác không thể lớn vô cùng, thậm chí 
không thê đạt tới một giới hạn nào đó, đầu cho các cạnh 
của nó lớn bao nhiêu. Tát cả mọi cô gắng cửa tôi để 
tìn trong hình học phí Ơ clit này những sự mâu thuẫn 
đều không đem lại kết quả. Chỉ có một điều duy nhật 
trái với hiểu biết thông thường của chúng ta là trong 
không gian (nêu hệ thông hình học này đúng) phải tổn 
tạ một đại lượng nào đó hoàn toàn xác định, mặc dầu 
chúng ta chưa biết. Nhưng tôi nghĩ rằng chúng ta biệt 
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rầt ít, hoặc thậm chí còn chưa biết gì về bản chật của 
không gian. Chúng ta không nên lẫn lộn cái khác thường 
với cái không có thể có 9. 

Lôbasepxki công bô các kết quả nghiên cứu của minh 
về hình học phí fclit vào ngày 22-2-1826. Đương thời, 
ông bị mọi người không hiểu, thậm chí còn có kẻ chẽ diễu 
những ý kiên độc đáo của ông và môn hình học mới của 
ông hồi đó được gọi là ¿ môn hình học kỳ quặc ›. Về cuỗi 
đời ông bị mù hẳn, nên ông phải đọc tác phầm cuôi cùng 
(Hình học phẳng» (:8ss) cho thư ký chép. 


8. Gianôs Bôia là một giáo viên toán người Hunggari. 
Cha là Phakas Bôia, là bạn học thân thiệt của Gaux ở 
trường đạt học Ghettinghen và về sau hai người vẫn thường 
xuyên trao đổi thư từ. Phakas cũng đã tồn nhiều thèi 
gian đề chứng minh định để V, nhưng không đi đến một 
kết quả nào, Bồi vậy ông muôn hướng tài năng toán học 
của con mình vào những vân để khác. Nhưng vồn có năng 
khiêu toán học ngay từ bé, Gianôs quyết tâm đi sâu vào 
lý thuyêt đường song song mặc dẫu cha ông hệt sức ngăn cắr. 

Gianôs Bôia phục vụ trong quân đội và có tiêng là một 
sĩ quan gương mẫu. Trong thờ: gian đó ông đã xét định 
đề V của ciit như là một tiên để độc lập, và nhờ vậy 
ông đã xây dựng được hình học pai Ớclt. Các kêt quả 
về hinh học này của ông cũng phong phú và những chứng 
minh của ông rât hoàn thiện. 

Bôia đã trình bày những kết quả của mình trong phần 
phụ lục của một cuồn sách của cha ông ¿Phụ lục trình 
bày một học thuyêt tuyệt đôi đúng về không gian» 
(năm 1832). 

Paakas gửi thư cho Gaux để nghị Gaux cho nhận xét 
về công trình của Bôia. Trong thư trả lời, Gaux đã nói 
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rằng ông không thể nượi khen công trình đỏ, vì như thê 
tức là tự khen mình. Ông nói rằng tư tưởng trong ¿phụ 
lực » chính là tư tưởng của ông trong nhiều năm trước đây. 


Nhận được thư Gaux, nhà toán học trẻ tuôi Bôia rầt 
chán nắn và bi quan. Bức thư đã xếp ông vào hạng 
các nhà bác học lớn, nhưng lại chứng tò ông không 
phải là người đầu tiên sáng lập ra hình học phi Ớcitt. 
Ông lại càng bị quan hơn khi mà mọi người không thừa 
nhận quan điểm của mình. Đặc biệt từ khi cuôn sách 
của Lôbasepxki được dịch ra tiêng Đức (184o) BĐôia 
không bao giò ¡in những tác phẩm của mình nữa. 


Khác với Bôia, Lôbasepxki suôột đời đâu tranh lầm. 
cho tư tưởng của mình được thừa nhận, và tiếp tục phát 
triển hình học mới của mình. 

9. Năm 18ss, Gaux qua đời, tiệp đó năm r8s6 đến 
lượt Lôbasepxki và năm r86o Bôia chết. Các nhà sáng 
lập hình học phi clit lần lượt mật đi và phít minh 
nội tiếng của họ bị quên lãng. Tính chât khác thường 
của những tư tưởng mới đã làm các nhà toán học 
đương thòi khiếp sợ và ngăn cản họ tìm hiểu một cách 
nghiêm túc toàn bộ hệ thông hình học mới. 

Sau khi công bô những thư từ của Gaux, đặc biệt là 
bức thư, trong đó Guax đánh giá cao công trình của 
Lôbasepxki, thể giới toán bọc mới lại bắt đẩu chú ÿ 
tới hình học phi Ơclít. Có thể nói sau nhữág công trình - 
của nhà toán học Y E. Bentrami (18zs-1ooo) hình học 
phi clit mởi bắt đầu củng cô được địa vị của mình 

Trong khi nghiên cứu những vân để quan trọng nhât 
của phép biểu diễn hình, Bentrami đã cô gắng tìm một 
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phương pháp xây dựng các hình biểu diễn của mặt 
cong lên trên mặt phẳng, sao cho các đường trắc địa 
trên mặt được biểu điễn thành các đường thằng trên 
phẳng. Ông đã chứng minh rẳng các phép biểu điễn 
như vậy chỉ thực niện được đổi với những mặt có 
độ cong là hằng sỏ. 

Từ đó Bentrami đi đên việc nghiên cứu hình học trên 
các mặt như thẻ. Mặt có độ cong bảng không đã được 
Mônggiơ xét đến, đó là mặt khả triển. Hình học trên 
những mặt này trùng với hình học clit thông thường. 
Mặt có độ cong là hằng sô đương chính là mặt cầu hoặc 
những mặt do mặt cầu biên dạng. Hình học trên các 
mặt đó đi nhiên trùng với hình học cầu. 

Như vậy chỉ còn đáng chú ý là hình học trên các mặt 
có độ cong là hằng sô âm. Bentrami gọi những mặt như 
vậy là mặt cầu giả và chứng minh rằng hình học trên 
các mặt như vậy trùng với hình học Lôbascpxki, Nói 
cho chính xác hơn mỗi mảnh của mặt cầu giả ta sẽ có 
hình học trùng với hình học trên một phần của mặt 
phẳng Lôbasepxki, 

Phát hiện đó đã gây ra những Ân tượng mạnh mẽ. Hình 
học Lôbasepxk:i mà trước đầy bị mọi người xem là vô 
lý, hoang đường, thì nay lại xuât hiện trên một mặt cụ 
thể của không gian Ơciit, Ỡ đây một lần nữa tính trừu 
tượng toán học tò rõ sức taạnh của mình : một hệ thông 
hình học mới đã được xây dựng bằng một quá trình 
lôgic thuần túy, trước khi phát hiện được một mô hình 
thực tê của nó. 

Các nhà hình học bẳt đảu đồ xô vào nghiên cứu hình 
học Lôbasepxki Nêu như trước kia hình học đó chỉ được 
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một số ỉt người biết đền một cách thờ ơ, thì vào những 
năm 7o của thê kỳ XIX, nó trở thành trung tâm chú ý 
của các nhà hình học, 

Sau công trình của Bentrami, với lòng tin rằng hình 
học Lôbasepxki không mâu thuẫn, các nhà toán học cô 
đi tìm một mô hình của toàn bộ không gian Lôbasepxki, 
hoặc toàn bộ mặt phẳng Lôbasepxki, chứ không phải chỉ 
là một phẩn của mặt phẳng đó. Như vậy là phải tìm 
được một mặt cầu giả trên đó hình học Lôbasepxki được 
thê hiện trong toàn thể, Người ta không thể tìm được 
một mặt như vậy, và mãi đên sau này (roor) Hinbc 
mới chứng tninh được rằng nó knông tổn tại. Tủy vậy; 
như sau này sẽ thây, Phêlix Klêin đã tìm được cho hìn" 
học Lôbasepxki một mô hình xạ ảnh và do đó đã khẳng 
định sự không mâu thưẫn của nó. 


10. Hình học Lôbasepxki (còn gọi là hình học bypec- 
bôlic) không phải là một hình học phi  clit duy nhất. 

Năm 1854 trong luận văn «Về những giả thuyêt thuộc 
cơ sở của hình học», nhà bác học thiên tài Rirman đã xây 
dựng nhiều thứ hình học phí fclit khác nhau về sau 
được gọi chung là hình học Riman. 

Becgac Riman (1826-rB66)} sinh đúng vào năm mà tại 
Trường Đại học Kadan, Lôbasepxkt đọc báo cáo khai sinh 
cho môn hình học hypecbôlic. Rinan là mệt con người, 
mà những công hiên của mình đã có những ảnh hường 
quan trọng tới toàn bộ sự phát triển của toán học. Ông 
là con của một linh mục ở nông thôn, theo học ở trường 
Đại học Ghetttnghen; ở đó năm 18sr ông được nhận 
bằng tiền sĩ đến năm 18so ông trở thành giáo sư, Vì bị 
bệnh tật, ông phải sang Ý sông những ngày cuôi cùng và 
mật ở đó vào tuôi 4o, ttong khi còn hứa hẹn nhiễu công 
hiền quan trọng. 
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Trong cuộc đời ngắn ngủi của minh, B. Riman cho cồng 
bỏ một sô không nhiều các công trình toán học, những 
công trình nào cũng quan trọng, và một sô đã mở ra 
những phạm vi toán học hoàn toàn mới và ích lợi. 


Luận văn về hình học nói trên của Riman là một « Bài 
giảng thử › trước hội đồng khoa học đề tác giÀ được xét 
công nhận chức giáo sư. Bài giảng được trình bày rất 
gọn, bỏ qua hầu hét chứng minh, và chỉ nêu lên những 
tứ tưởng chính quan trọng nhất, Sau khi ông chêt, luận 
văn đó mới được 1n ra, do Đêđêkin chú thích, 

Trong tác phẩm của mình, Riman đã phát triển phương 
pháp của Gaux dùng để nghiên cứu các mặt dựa trên 
một dạng vi phân toàn phương. Theo ông, không gian 
hình học là tập hợp các đôi tượng, mà mỗi trong chúng 
được xác định bởi n số, tức là n tọa độ x¿, xạ,..., xạ, Mỗi 
đôi tượng như thê gọi là điểm. Sô n được gọi lâ sô chiều 
của không gian. Như vậy, tập hợp các điểm của mặt 
phẳng là một không gian 2 chiểu, tập hợp tât cẢ các 
đường thẳng trong không gian là rnột không gian 4 chiều, 
Tập hợp tât cà các màu sắc là một không gian 2 chiểu, 
vì mỗi một màu đầu được pha từ ba màu cơ bản theo 
những tỷ lệ khác nhau, bởi vậy nều biết hai tỷ lệ nào đó 
(thì cô nhiên biết tỷ lệ thứ 2) thì màu sẽ được hoàn toàn 
xác định. | 

Với ý nghĩa đó, ‹ không gian» là một khái niệm mở 
rộng của khái niệm không gian mà chúng ta vẫn hiểu 
theo cách thông thường. 

Bây giờ giả sử trong không gian n chiều cho hai điểm 
gần nhau vô cùng (#\, x;; ...; Xn) và (#¡ + đX¿, x¿ -+ đxy, 
‹+; Xa + đxụ). Riman định nghĩa một mêtric của không 
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gian đó bằng cách định nghĩa phẩn tử tuyên tính ds của 
nó bởi công thức: 

ds° = % ễ¡ đXị đXy , 
trong đó về phải là một dạng toàn phương của đx;, các 
ø¡; là những hàm của các tọa độ xị; xạ; ...; Xn. 

Ehi đã cho đạng toàn phương (hay còn gọi là dạng 
cơ bản), hình hộc của không gian tương ứng sẽ hoàn toản 
xác định, (cũng giông như khi đã cho dạng toàn phương 
cơ bản thứ nhật của Gaux, thì hình học trên mặt được 
xác định), hình học đó bây giờ ta gọi là hình học Riman. 
Bởi vì dạng cơ bản có thể chọn nhiều cách khác nhau, 
cho nên trong cùng một không gian, ta có thể có nhiều 
hình học khác nhau. 

Hình học ƠỚclit n chiều sẽ ứng với dạng cơ bằần 

ds? — 3 dx?; 


còn hình học khác đều là phi clit (trong đó có hình học 
phi Ớclit của Lôbasepxkd. 

Như vậy khái niệm hình học phì Ớclit được mở rộng. 
Mặc dầu Rưứnan không đặt mục đích của luận văn là xét 
ý nghĩa của hình học fclit và hình học Lôbasepxki trong 
hệ thông hình học của mình, nhưng về thực chầt vần để 
đó đã được giải quyết. 

Riman cũng nêu ra trong không gian của minh một 
đại lượng biêu thị qua các hệ sô của dạng cơ bản và các 
đạo hàm bậc nhât và bậc hai của chúng, đại lượng đó 
được gọi là độ cong của không gian tại một điểm theo 
một phương hai chiều. 

Các không gian Riman có độ cong không đôi (tức là 
không phụ thuộc vào điểm và vào phương hai chiều) 
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được chia làm ba loại : Nều độ cong không đôi đó bằng O 
ta được hình học Ơclit. Nều độ cong không đôi đó là 


— na ta có hình học hypecbôlic (trong trường hợp 


= 2n: 3 ta được hình học Lôbasepxkt— Bôia) trong 
đó &¿ là bằng sô đặc trưng cho không gian đó được 
Lôbasepxkli, Đôia và Gaux tìm ra bằng những con đường 


khác, Cuôi cùng nêu độ cong không đổi đó là —: ta 


được hình học RÑiman nghĩa hẹp hay là hình học eliptic 
(khi n = 2 hình học này về bản chất trùng với hình học 
trên mặt cầu). 


Vào khoảng năm r87o tư tưởng và phương pháp của 
Riman đã được nhiều nhà toán học trẻ của thê hệ mới 
nghiên cứu và phát triển. Chẳng hạn lý thuyết về dạng 
vi phân toàn phương là đôi tượng nghiên cứu trong các 
công trình của hai nhà toán học Đức E.V, Krixtôphen 
(tao — 1ooo) và R.Lipsit (1822——1oo3). Lần đầu tiên 
ta thây nêu ra «Ký hiệu Krixtôphenz. Các kêt quả của 
họ kêt hợp với lý thuyết thông sô vi phân của PBentrami 
được G. Risi— Cuôcbaxtrô (1822 — 1925) sử dụng để 
xây dựng phép tính vi phân tuyệt đôi (:8ö4). Đó là một 
ký hiệu bât biến mới, ban đầu được xây dựng để dùng 
trong lý thuyết biên đổi các phường trình đạo hàm riêng; 
nhưng sau này cũng áp dựng rât thuận tiện cho lý thuyệt 
biên đôi các dạng ví phân toàn phương. 

Trong tay Risi và một sô học trò của ông, đặc biệt là 
Lêvi — Sivita (1872 — rg7r), phép tính vi phân tuyệt đôi 
đã phát triền rnạnh và trở thành cái mà ngày Hày ta gọi 
là phép tỉnh tenxơ: 
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11, Trong sự phát triển cửa toán học luôn luôn xây ra 
hai quá trình có vẻ đôi lập nhau. Một mặt toán học 
càng ngày càng dược phân thành nhiều tôn học và được 
nghiên cứu ngày càng sâu. Sự chuyên môn hóa đó làm 
cho một nhà toán học, dầu uyên thâm đên đâu, cũng 
chỉ nắm được một sô ngành nào đó mà thôi, Mặt khác 
cũng luôn luôn xây ra các quá trình kết hợp những 
ngành toán học khác nhau, để đưa đến những thành 
tựu lớn. 

Vào cuỏi thê kỳ XIX cũng đã xuât hiện một sự kết 
hợp giữa lý thuyết nhóm và lý thuyêt hình học timan 
được trình bày trong các công trình chủ yêu của Ph,Klê¡n 
và X. Lí. 

Phêlx Xlêtn (184o — 1025) là phụ giáo của Plucke ở 
Bon vào cuôi những năm thứ 6o, ở đây ông nghiên cứu 
hình học. Năm rŠzo ông sang Pari và gặp một người 
Na uy là Xôphux L¡ (1842 — r18oo), lớn hơn ông 7 tuổi 
nhưng mới chỉ bắt đầu quan tâm đến toán học cách đó 
không lâu. Hai người thanh niên này được tiềp xúc 
với các nhà toán học Pháp ở trường Bách Khoa và 
nghiên cứu những tác phẩm của họ. Trong sô những 
người làm việc ở trường Bách khoa có nhà toán học 
C.Gioocđăng (r8235—1g22). Vào năm đó Gioocđăng việt 
« Nghiên cứu về phép thê», một cuôn sách vẻ lý thuyệt 
phương trình Galoa. Từ đó Klêm và L¡ bắt đầu nhận 
thức được ý nghĩa cơ bản của lý thuyêt nhóm, và về 
sau mỗi người đi theo mỗi hướng khác nhau: Kiêin 
về các nhóm rời rạc, còn Li thì về các nhóm liên tục. 


Năm 872, Klêin trở thành giáo sư ở Trường đại 
học. Eclanghen, sau khi trình bày một bài giảng, bây giờ 
được gọt là «Chương trình Eclanghen». Theo chương 
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trình đó, hình học được định nghĩa như là lý thuyết 
về các bât biên của một nhóm biên đổi nào đó. Bằng 
cách mở rộng hay thu hẹp nhóm biên đổi, ta có thể 
chuyền từ một đạng hình học này sang một đạng hình 
học khác. Hình học Ơclit nghiên cứu các bất biên của 
nhóm đời, hình học xạ ảnh nghiên cứu những bât biến 
của nhóm các phép biến đổi xạ ảnh. Sự phân loại các 
nhóm biên đôi sẽ cho ta một sự phân loại hình học, và 
lý thuyết về các bẩt biên đại số và vi phân của mỗi một 
nhóm sẽ cho ta một câu trúc giải tích của hình học 
tương ứug. Sau những công trình của Lôbasepxki, Bôia 
và Riman hệ thông hình học của Klê¡n là một cái mộc 
quan trọng trong việc nhận thức thực chât của hình học. 

Một công hiện quan trọng của Klêin trong tác phẩm 
nói trên là việc xây dựng một mô hình xạ ảnh cho hình 
học hypecbôlic. Kiê¡in đã tìm thây gợi ý về công trình 
đó, trong tác phâm của nhà toán học Anh Actơ Keli 
(1821 — 18os) Keli đã chứng mình rằng nêu cho trước 
một giao tuyên cônic, thì tập hợp các phép biên đổi 
xạ ảnh giữ nguyên cônic đó sẽ làm thành một nhóm 
(gọi là nhótn Kclh)). 

Kiên đã xét các điểm nằm trong một đường elip xem 
như là một không gian hình học (2 chiều) trong đó nhóm 
Keli đôi với clip là nhóm biên đổi của không gian đó. 
Kết quả ta sẽ thu được hình học hypecbôlic. 

Trong mô hình nói trên, điểm như đã nói là những 
điểm nằm trong clip, còn đường thẳng là những giây 
cung của elip. Độ dài của đoạn thẳng được định nghĩa 
sao cho nó là bắt biển của nhóm Keli. 

Cô nhiên, bằng cách xét một mặt clipxôit, ta có thê 
xây dựng một mô hình của hình học hypecbôlic 3 chiều, 
Đên, đây, vân đẻ phi mâu thuẫn của hình học hypecbôlic 
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đã được giải quyết. Mỗi một mâu thuẫn (néu có) của 
hình học đó lập tức sẽ đưa đến một ¡nâu thuẫn của 
hình học fclit. Như vậy tiêu hình học Œfclit phi mâu 
thuẫn thì hinh học hypecbôlitc cũng vậy. Về sau tư 
tưởng này của Klêimn đóng một vai trò cơ bản trong 
phương pháp tiên để của Hinbe. 

Còn về X. Li thì sau khi trở lại Na uy, ông là giáo 
sử ở Crixchian và sau đó từ năm r886 đến I18oBð ông 
giảng đạy toán học ở Laixich. Cả cuộc đời của L¡ dành 
cho việc nghiên cứu một cách có hệ thông các nhóm 
biên đổi liên tục và những bât biên của chúng, chỉ ra 
giá trị cơ bản của chúng đôi với sự phân loại trong hình 
học, cơ học, trong lý thuyêt phương trình vi phân 
thường và. phương trình đạo hàm riêng, 

L¡i đã cho phương pháp tổng quát đề tìm ra tât cả 
những bât biên của một nhóm hữu hạn các phép biên 
đổi liên tục, nhưng đồng thời cũng chứng tỏ rằng trong 
không gian ba chiểu chỉ có ba nhóm khác nhaư, nhận 
một dạng vi phân toàn phương xác định đương làm bất 
biên. Ba nhóm đó ứng với ba loại không gian Riman 
có độ cong là hằng sô. 

Sau các công trình của Klê¡n và Lịi, các nhà hình học 
tập trung nghiên cứu các không gian có độ cong là hằng 
sô, Cần phải mở rộng các tính chât đã biệt đôi với 
không gian ba chiều cho những không gian n chiều. Tuy 
vậy vần để đó cũng đã nhanh chóng hoàn thành và 
không gian có độ cong là hằng số được phát triển một 
cách rộng rãi. Các bài toán được đặt ra hầu như đều 
giải quyết hết, và do đó Bianki (18s6—1o28) chỉ còn 
việc tổng kết và hệ thông hóa lại trong tác phẩm « Các 
bài giảng về hình học vi phân» (i8o4). Tác phẩm đó 
cùng với‹ Lý thuyết tông quát của các mặt» của 
G. Đacbu (184a2a—-Ior7) được xem như là những sự 
trình bày cỗ điển của hình học vi phân ở thê kỷ XIX. 
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Chương IX 


VÀI NÉT VỀ HÌNH HỌC VÀO NHỮNG NĂM 
ĐẦU CỦA THẾ KỶ XX 


1. Cũng như toán học nói chưng, hình học thê kỳ XX 
là một môn khoa học đa dạng, phong phú về nội dung 
và phương pháp nghiên cứu. Những tư tưởng lớn xuât 
hiện trong hình học vào cuôi thể kỳ trước đã để ra 
những vần để nghiên cứu quan trọng cho thê hệ mới 
các nhà toán học. Những tư tưởng đó được hoàn thiện, 
bỗ sung và phát triển, đưa đền những kêt quả xuât sắc. 
Rõ ràng là hiện nay, việc mô tả và phân tích sự phát 
triển của hình học của thê kỷ này là một công việc khớ 
khăn, và có lẽ chưa nên làm. 


Tuy vậy chúng ta không nên đừng lại ở cuôi thê kỷ 
XIX, bởi vì ngày ¡-I-Ioor không phải là một cái mộc 
đóng một vai trò quan trọng gì trong lịch sử phát triển 
của hình học. Việc phần chia quá trình phát triển cửa 
toán học theo từng thê kỷ, như trong cuôn sách này đã 
làm, chỉ cốt để nhằm thuận tiện cho việc trình bày 
mà thôi, 

Vì những lẽ đó, chúng tôi việt thêm một chương ngắn 
có tính chât bỗ sung, nhằm trình bày một sô vân đề có 
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liên quan tới những điều đã nói vào cuôi thê kỳ trước. 
Đó là các vần để về cơ sở Hình học, mở đầu về Tôpô 
học, và một số vân để khác. 


2. Về những vân để thuộc cơ sở Hình học, trước 
hệt chúng ta sẽ gặp tên tuôi của nhà toán học vĩ đại 
Đavit Hinbe (r862——1g43); người mà sau khi Poăngcartê 
mật, đã đứng vào hàng đầu trong đội ngũ các nhà toán 
học thể giới. Đ.Hinbe sinh ra, lớn lên, và học tập tại 
thành phô Rêningxbec (bây giờ là Caliningrat). Sau khi 
bảo vệ luận án năm 1883, ông trở thành phó giáo sư 
(từ 1886—r8o2) rồi giáo sư (1895) tại trường đại học 
của thành phô đó. Từ năm I18g6 đên khi mất, ông là 
giáo sư của Trường Đại học nổi tiêng Ghettinghen. 


Hinbe đã công hiền nhiều phát minh quan trọng 
trong nhiều lĩnh vực khác nhau như đại sô, lý thuyệt 
số, giải tích hình học, lôgic toán, vật lý lý thuyết. 

Ông không chỉ sáng tạo ra nhiều lý thuyêt chung 
quan trọng, mà đồng thời còn giải quyêt nhiều bài toán 
cụ thể. Chẳng hạn trong hình học vi phân ông đã chứng 
minh một định lý khó và bât ngờ. Trong không gian 
ba chiều, mọi mặt có độ cong âm hằng sô đều có 
điểm kì dị, 

Thiên tài toán học của ông thậm chí còn ¡n dâu vào 
cả những lĩnh vực mà ông không hể nghiên cứu, như 
tôpô đại cương chẳng hạn. 

Năm t8gg xuất hiện cuồn ‹ Các cơ sở hình học» của 
Hinbe. Công trình hết sức tỉnh tê đó đã tiếp tục và 
hoàn thiện những vân để tiêu để của hình học trong 
thê kỷ XIÍX và mở ra một chương mới trong lịch sử 
của phương pháp tiên để. Hinbe không phù nhận cơ 
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sở thực tiễn của các tiên để, nhưng ông đòi hỏi chúng 
phải được diễn đạt như là một cơ sở của lý thuyết, và 
không cho phép tmmột trực giác nào xen vàc quá trình 
chứng minh các định lý từ các tiên để đó. Bởi vậy mà 
bản chât của các đổi tượng của lý thuyệt không mang 
tmmột nội dung cụ thể nào. Các đôitượng được hiểu như 
th nào cũng được, miễn là chúng thỏa mãn hệ tiên để 
đã nêu ra. Vì vậy, Hinbe đã mở đầu cuôn sách của 
mình bằng câu : ‹ Chúng ta hãy hình dung ba hệ thông 
đồi tượng, trà chúng ta sẽ gọi là điểm, đường thẳng, 
mặt phẳng », còn trong lúc chuyện trò, ông vẫn thường 
nói đùa rằng trong hình học, thay cho điểm, đường 
thẳng, mặt phẳng ta có thể nói về cái bàn, cải ghê và 
những côc bia, 

Như ta đã biết, fclit cũng định xây dựng hình học 
bằng phương pháp tiên để. Những sô các định để và 
tiến để của ông nêu ra quá ít, không đủ để làm cơ sở 
cho hình bọc, bởi vậy trong nhiều chứng mính của 
mình ông không thể tránh khỏi vận dụng đền trực giác. 

Trong lần xuất bản đầu tiên của ‹Cơ sở hình học» 
Hinbe đã nêu ra một hệ tiên để đẩy đủ, bao gồm s 
nhóm đồng thời ông tiên hành nghiên cứu môi quan 
hệ của các nhóm đó, vai trò của một sô các tiên để, và 
những vần để khác nữa như: sự phi mâu thuẫn, sự 
đây đủ của hệ tiên để, và sự độc lập của một tiên để 
nào đó đôi với các tiên đề còn lại. Một phần quan trọng 
của các công trình nghiên cứu hình học trong thê kỷ 
này nhằm soi sáng các vần để đó, 


Cần nói thêm vài lời về sự phát triển của phương 
pháp tiên để : các quy tắc suy diễn dùng để chứng 
minh các định lý thường được hiểu ngắm, mà không 


152 


phát biên một cách chính xát đưới đạng toán học. Đó 
là một thứ lôgic được thừa nhận rộng rãi. Hình thức 
hóa những quy lắc suy diễn đó và biêu thị chúng dưới 
đạng các thuật toán là một vân để thuộc phạm vi lôgic 
toán, còn việc chỉ ra một cách rõ ràng các quy tắc đó 
là rnột phần hợp thành của phương pháp tiên đề. Hinbe 
là một trong những nhà toán học đã làm cho phương 
pháp tiên để phát triển đến một trình độ cao. 

3. Một trong những ngành học mới xuât hiện vào 
đầu thê kỹ XX là tôpô học. Cũng như nhiều ngành 
toán học hiện đại khác, tôpô học bắt nguồn từ những 
tư tưởng của nhà toán học thiên tài Riman. 

Thực vậy, chính Riman là người đầu tiên nêu ra 
khải niệm không gian tôpô, nêu ra những vân để của 
một lý thuyết độc lập về các không gian như vậy. Ông 
còn xác định những bât biên (các sô betti) đóng vai 
trò cực kỳ quan trọng trong sự phát triển của tôpô 
học, và cũng đã miêu lên những ứng dụng đầu tiên vào 
giải tích toán học (tính chu kỳ của các tích phân aben). 

Nêu theo sơ đổ hình học của Kiêin, thì ta có thẻ 
định nghĩa tôpô học là khoa học nghiên cứu những bât 
biên cửa nhóm các phép đồng phôi (là những phép biên 
đôi liên tục, mà phép ngược lại của nó cũng liên tục), 
các bât biên như vậy gọi là bât biên tôpô, hay tính 
chât tôpô. 

Những tính chất tôpô nây sinh từ một phạm vi toán 
học có vẻ như rât xa với hình học : lý thuyêt hàm biến 
phức. Đôi với các hàm như vậy, Riman đã xây dựng 
những mặt (sau này gọi là diện Riman), mà về thực 
chât chỉ cẩn quan tâm đên các tính chât tôpô của chúng 
mà thôi, 
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Như vậy là tôpồ học đã được bắt đấu nghiên cứu 
từ nửa sau của thệ kỳ XIX. Tuy nhiên có chỉ thực sự 
trở thành một sự độc lập từ sau công trình nổi tiếng 
của nhà toán học Pháp lừng danh H. Đoăngcarê (1354- 
1o12} giáo sư Trường Đại học Xoocbon từ năm 188: 
đên tora. Poăngcarê là một nhà bác học, mà không một 
nhà toán học nào của thê kỷ XIX—trừ Riman—có thể 
sánh kịp về những di sản quý báu zmà ông đẻ lại cho 
toán học của thể kỷ XXX. Những nghiên cứu về tôpô 
của ông được xuất bản trong tác phẩm «Giải tích về 
vị trí» (Analysis situs) và năm tập ‹Bồ sung» vào tác 
phẩm đó (i8os-10o4). Trong tập «Bồ sung» thứ s, ông 
việt ‹tôi đã có nhiều dịp nghiên cứu về Analysis situs... 
Bây giờ tôi trở lại vẫn để đó một lẫn nữa với lòng tin 
rằng nó chỉ có thể giải quyết đến cùng nhờ một sự cô 
gắng nỗ lực liên tực, và nó xứng đáng với một sự cô 
gắng như vậy „ Trong tác phầm của mình Poăngcarê đã 
nêu lên một phương pháp để nghiên cứu các đa tạp tôpô, 
đỏ là phương pháp phân hoạch tam giác và phân hoạch 
đơn hình, Bởi vậy, hướng nghiên cứu này của Đoăngcartê 
thường được gọi là tôpô tổ hợp. Nhờ phương pháp tất 
hiệu lực nói trên, về san các nhà toán học đã tiên hành 
nghiên cứu một cách có hệ thông các đa tạp tôpô có sô 
chiều z, 4 và lớn hơn. 

Có thể nói rằng tôpô tổ hợp của Poăngcarê là tiền thân 
của môn tôpô đại sô hiện đại ngày nay, bởi vì tuy vào 
thời kỳ này, các vân để của tôpô được Hên hệ với lý thuyệt 
các hàm đại số và tích phân, nhưng thực chât là ần nấu 
một môi liên hệ với đại số, Môi liên hệ đó chỉ thực sự 
trở nên rỡ ràng vào n:.ững năm thứ hai mươi khi mà môn 
đại sô bước vào một thời kỳ mới, chuyên từ «khoa học 
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về giải các phương trình đại sô › sang đại sô « trừu tượng » 
hay ‹hiện đại », mà đôi tượng là các câu trúc đại sô như 
nhóm, vành, trường ..‹ 

Môn đại sô mới đã cho ta một công cụ rât hiệu lực 
để nghiên cứu các không gian tôpô. Nó cho phép ta tìm 
thầy bản chât đại sô của những quan hệ hình học, cũng 
nhưứ cho phép mở rộng các kết quả trước đây bị hạn chê 
một cách không thực chât. Có thể lây thí dụ là việc chuyển 
từ tổng các đơn hình với hệ sô nguyên sang tổng với 
các hệ sô thuộc một vành tùy ý (tức là nhóm đồng điệu 
được xét một cách tổng quát hơn, với hệ số tùy ý) đã 
cho phép phát biểu định lý đồi ngẫu một cách tông quát hơn. 

Phương pháp của tôpô đại sô, nói một cách thô sơ, là 
việc chuyên phạm trừ của các không gian tôpô sang phạm 
_ trù của các nhóm, và do đó một bài toán về tôpô sẽ trở 
nên một bài toán về lý thuyêt nhóm. Hiện nay, tôpô đại 
số là một trong những ngành toán học quan trọng và hiện 
đại nhât; nó đạt được nhiều kết quả rực rỡ và cũng tìm 
thây nhiều ứng dụng trong những ngành học khác. 


Một phương hướng khác đẻ nghiên cứu tôpô thường 
được gọi là tôpô — lý thuyết tập hợp, hoặc là tôpô đại 
cương; nó nghiên cứu lý thuyết chung của các không gian 
tôpô tổng quát, đựa vào những thành tựu về lý thuyêt 
tập hợp của Căngto. 

Khái niệm cơ bản của tôpô học là khái niệm liên tục 
(phép đồng phôi được định nghĩa nhờ khái niệm này). 
Trong thê kỳ XIX, khái niệm đó được nghiền cứu một 
cách sâu sắc trong các công trình của Côsi, Bônzanô, Aben. 
Tuy vậy khái niệm liên tục thường được xét trong một 
không gian mêtric, tức là không gian mà trong đó có cách 
đo khoảng cách giữa hai điểm, trong lúc đó đôi với 
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không gian tôpô, mêtr:c không phải là bât biên. Bởi vậy, 
cần phải nêu lên một định nghĩa của không gian tôpô, và 
phép biên đổi liên tục của chúng, sao cho không cần phải 
sử dụng khái niệm mệttic. 

Haoxđeoc đã giải quyêtvân để đó. Ông đưa ra một định 
nghĩa của không gian tôpô bằng phương pháp tiên đề, 
trong đó khái niệm cơ bản là khái niệm (lân cận» (cũng 
cần phải nói rằng, khái niệm «lân cận » lần đầu tiên được 
Hinbe nêu ra trong « Cơ sở hình học», và theo lời ông, 
nó phải là « khái niệm cơ bản để xây dựng Analysis Situs»). 
Từ một sô ít các tiên để (đôi với không gian tôpô tông 
quát. Sô các tiên để chỉ có 4). Haoxđooc xây dựng 
(trên những nét lớn) một lý thuyêt chung của các không 
gian tôpô. 

Có thể nói rằng công trình của Haoxđooc là xuât phát 
điềm của mọi nghiên cứu sau này về tôpô đại cương. 


4. Trong những năm 1o15-1o16, thuyết tương đôi của 
Anhxtanh ra đời và đã làm một cuộc cách mạng thực sự 
trong vật lý và có ảnh hưởng sâu sắc tới hình học. 


Trong khi xây dựng lý thuyệt tương đổi tổng quát, 
Anhxtanh đã đưa hình học vi phân Riman vào vật lý bằng 
cách dùng phép tính tenxơ. Như đã biết, phép tính tenxơ 
đã được nghiên cứu từ thể kỷ XIX bởi các nhà toán học 
Risi-Cuôcbaxtrô và Lêv:-Sivita, nhưng chỉ có Anhxtanh 
mới làm cho nó trở nên phố biên rộng rãi và phát triển. 
Từ đó, các nhả toán học càng chú ý nhiều hơn vào việc 
nghiên cứu các đa tạp Riman hoặc là «trong chính tó », 
hoặc bằng cách nhúng nó trong không gian Ơclit, 


Như vậy là bất đâu một chương mới rầt phong phú 
trong lịch sử phát triển của hình học. Lêvi-Sivita đã đưa 
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vào hình học Riman một khải niệm rât đơn giản nhưng 
quan trọng : khái niệm chuyên đời song song. Nhờ khái 
niệm đó, trong không gian Riman có thê nói về việc chuyên 
đời một vectơ từ một điểm này tới một điểm khác dọc 
theo một cung. Tuy nhiên khác với không gian ỚCclit, kêt 
quả của sự chuyển đời nói chung phụ thuộc vào đường 
cong. Lêvi-Sivita đã chứng mình một kết quả rât hay : 
Tại một điểm M trong không gian Riman ta xét một phần 
tử hai chiều và một đường kín đủ nhỏ trong phần tử hai 
chiều đó, bao chung quanh M, Khi đó, nêu đẹ là độ lệch 
của vectơ khi chuyển dời quanh đường cong, còn dộ là 
diện tích giới hạn bởi đường cong kín, thi đọ =— kdÓ, k 
là độ cong của không gian tại điểm M theo phương hai 
chiều của phần từ nói trên. Như vậy ta có một cách giải 
thích ý nghĩa hình học độ cong. 

Phát triên những kết quả của Lêvi-Sivita, Hecman Vây 
(188s-ross ) đã xây dựng không gian Riman xuât phát 
từ các phép chuyên đời song song, Kêt quả đưa đên hình 
học afin Riman, hoặc còn gọi là hình học của liên thông 
afin. Theo cách xây dựng của Hecman Vây thì hình học 
mêtric Riman sã trở thành một trường hợp đặc biệt của 
hình học afin Riman giông hệt như là hình học Cfclit là 
một trường hợp đặc biệt của hình học afin vậy. 

Phép tính tenxơ và những ứng dụng của nó được phát 
triên rộng rãi trong các trường phái toán học ở Hà lan, 
Maxcơva và Mỹ. Đóng góp lớn lao trong phạm vị đó là 
những công trình của Eli Cactăng (186g-ros1). Ông đã nêu 
lên khái niệm về nhóm hôlônêm và trên cơ sở đó tiên 
hành một các phân loại hình học, bao gồm hình học của 
Klêin và hình học Riman như là một trường hợp đặc biệt. 
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